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Aprenentatge algorismic
i xarxes neuronals profundes

JOAN BRUNA I SEBASTIA XAMBO

Resum: En aquest article trobareu una descripcié de la natura de I'aprenentatge
algorismic, aixi com de les seves modalitats més rellevants, i una presentacio dels
principals ingredients matematics que li serveixen de base, tant per a la definici6 i I'es-
tudi de models com per a I’analisi dels algorismes. També hi trobareu una bibliografia
extensa i unes recomanacions per aprofundir en el seu estudi.

Paraules clau: aprenentatge algorismic, malefici dimensional, xarxes neuronals, gra-
dient descendent estocastic, dimensio VC, complexitat de Rademacher, doble descens,
causalitat i explicabilitat, xarxes hipercomplexes.
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Introduccio

En aquesta seccié expliquem, en un llenguatge poc formal, algunes de les
idees basiques de ’'aprenentatge algorismic (AA), o aprenentatge automatic,
locucions a les quals atribuim, com a primera aproximacio, el mateix signi-
ficat que a I'anglesa machine learning (ML), és a dir, la recerca d’algorismes
eficients que tornen, a partir d'un conjunt de dades (experiéncia), predictors
acurats d’informacions associades a noves dades.

En termes usuals, 'AA forma part de I’ambit de 'anomenada intelligéncia
artificial (IA, o Al en les sigles angleses) i compren 'estudi de les xarxes neuro-
nals (XN, o NN en les sigles angleses). Pel que fa a referéncies generals sobre
aquestes questions, vegeu 'apéndix B (pagina 48). Aquest apéndix conté un
apartat per a cada seccio de l'article, comencant per §B.0, en qué podeu trobar
una llista de tractats sobre les qiiestions que ens ocuparan d’ara endavant.
En cadascun d’aquests apartats podeu trobar, ultra les citacions inserides a
la secci6 corresponent d’aquest article, referéencies complementaries, comen-
taris bibliografics i, quan escau, breus definicions, a I'inici de 'apartat, dels
conceptes que es poden considerar una mica especialitzats.

Hi ha diverses menes d’AA. En aquesta seccié només considerarem el cas de
I'AA supervisat. El proposit d’aquesta modalitat és la creaci6 i la investigacio
d’algorismes que tornin una funcié f: X — Y amb capacitat acceptable de
predir els valors d'una funcié f*: X — VY, desconeguda per I'algorisme i a la
qual anomenarem expert o supervisor, a partir d’'una série d’exemples, és a dir,
d'un conjunt finit de parells

D={(x),y):xleX, yl = f*x))eVy, je[n]}, [nl=1,...,n

Sovint ens referirem a un tal algorisme com I’aprenent, ja que la seva tasca
és aconseguir una extrapolacio dels exemples que predigui raonablement bé
els valors produits per 'expert. Es important assenyalar que per al tractament
d’incerteses sobre les yJ cal recorrer al model més general del qual donem
noticia a ’apartat B.2.

Hi ha dues menes de problemes d’AA supervisat que tenen una rellevancia
cabdal: classificacio, quan Y és finit (conjunt de classes), i d’interpolacio o
regressio, quan Y = R. Formalment, podem tractar els dos casos posant f(x) ~
f*(x) per indicar f(x) = f*(x) en el cas de classificaci6é i f(x) = f*(x)
en el cas de regressio, on ~ denota igualtat aproximada segons un criteri
prefixat. Amb aquesta convencio, podem mesurar la bondat de f amb la taxa
d’aprenentatge, és a dir, la proporcié a de casos en qué f(x/) =~ f*(xJ) = yt
(j =1,...,n),iamb la fidelitat [accuracy],! que també en podem dir taxa de
generalitzacio o capacitat predictora, és a dir, la proporcié g de casos en qué
f(x) = f*(x) (x € X). Aixi, 1 — a és la taxa d’errors d’aprenentatgeil — g, la
taxa d’errors de generalitzacio. En la practica, g se substitueix per la proporci6é

1 Ates que molts termes son propostes de traducci6 al catala de paraules o locucions angleses,
sovint aquestes seran consignades entre claudators i en lletres sans-serif just després d’aquelles.
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de casos en qué f(x/) = y/,on D = {(x/,y/ = f*(x))) : x/ € X, j € [n]}
és un conjunt d’exemples (exemples de test) generat independentment de D,
i un dels nostres proposits és analitzar les condicions de validesa d’aquest
procediment.

Adonem-nos que assolir una taxa d’aprenentatge a = 1 equival a una
memoritzacié perfecta dels exemples D, cosa que comporta, en els models
més coneguts, un comportament pobre davant d’exemples nous, que en la
practica vol dir davant dels exemples D. Per tant, hem d’esperar que el millor
us dels exemples D sovint només es pugui produir amb un valor adient de
la taxa d’aprenentatge. Més enlla d’aquest valor, apareix el sobreaprenentatge
[overfitting] i, per sota, el subaprenentatge [underfitting]. Trobar aquest valor
optim de la taxa d’aprenentatge és un dels meérits que ha de tenir un AA.
Aquests conceptes s’illustren i es comenten a la figura 1.
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FIGURA 1: Estem suposant que I'aprenentatge, com ara d'una regressio
lineal, té lloc en un bucle, els cicles del qual s’anomenen époques (eix
d’abscisses), i que en cada cicle la taxa d’aprenentatge sobre les dades
augmenta. Al principi també disminueix I'error de validacio, que és com
estimem la capacitat generalitzadora, pero arriba un moment que aquest
error torna a créixer. Aquest moment és el de parada optima. Abans, en-
cara s’esta en réegim de subaprenentatge i després de sobreaprenentatge,
en que els cicles augmenten la memoritzacio de les dades d’entrenament,
fins i tot els aspectes irrellevants (com ara la preséncia d’algun tipus de
«soroll»), en detriment de la capacitat de generalitzaci6. Aquest esquema
sera modificat a §5 per incloure algunes subtileses del problema de
generalitzacié descobertes en els darrers anys (figura 9).

Es un fet que es coneixen técniques per crear algorismes amb bones taxes
d’aprenentatge i generalitzacio, almenys per a certs problemes. Actualment
aquest fet és noticia gairebé cada dia i en diversos dominis, i és especialment
notori, per la cobertura mediatica, I’éxit d’algorismes campions en jocs i compe-
ticions de tota mena. Entre aquests, darrerament han cridat I'atencio els casos
del go i del poquer i, més recentment, el cas d’algorismes que guanyen en jocs
de consola. Pero encara potser son més espectaculars els resultats en els am-
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bits de les imatges (predictors biomedics, reconeixement de persones, vehicles
autonoms) i de les llengiies (parla o escriptura), sobretot per les implicacions
que tenen per a les dinamiques socials i economiques arreu.

Exemple: Regressio lineal regularitzada Suposem que les dades x sén vec-
tors i que els valors y s6n numeros reals. Sigui w un vector (desconegut) de
pesos (un pes per a cadascuna de les n components dels vectors x), i posem
S* = fw,on

wH

JwX)=w - -x=w1x] + -+ WpXy

(una suma ponderada dels valors de x). Per tal d’optimitzar la taxa d’aprenen-
tatge, podem prendre com a vector w el que ens proporciona el metode de

minims quadrats:
n

argmin,, > (w - x' — y")2. 1)
i=1
Fixem-nos que el minim és nul si, i només si, w - x' = y? per a tot i, que
equival a dir que la taxa d’aprenentatge és 1. Per tenir a ratlla el sobreapre-
nentatge, i millorar aixi la capacitat predictora, es pot recorrer a una versio
regularitzada de (1), la qual cosa vol dir escollir w d’acord amb la relaci6

argmin,, > (w - x' — yH? + Al|lw||3, ()
1
on A és un numero real positiu que en la practica és determinat per ’'AA.
Remarquem que un A petit afavoreix el sobreaprenentatge, mentre que amb
un A gran fa que |w| hagi de ser petit i, per tant, w té menys possibilitats
d’assolir una bona taxa d’aprenentatge. La solucio de les expressions (1) i (2) es
pot obtenir per algorismes estandard d’optimitzacié (vegeu §4).

Exemples de classificacio Potser un dels més familiars és el problema de
filtrar missatges de correus electronics segons que siguin brossa [spam] o
no. Un altre exemple és el reconeixement de caracters manuscrits, en que la
capacitat predictora té la flexibilitat d’adaptar-se a la infinitat de variacions
possibles. D’especial interes per als matematics poden ser els programes que
transformen la imatge d’'un text matematic en una versio KIgX d’aquest (vegeu
https://mathpix.com/), o aplicacions per a mobil que donen informaci6
sobre objectes usant la seva fotografia, o que transformen la parla en un
idioma en un text escrit i que a més poden traduir-lo, tant la veu com 1’escrit, a
un altre idioma.

Regressio logistica Diem que la probabilitat p = p(x), x = (x1,...,X4) €
R4, segueix una regressio logistica si el log de la possibilitat [odds] de x, p/(1-p),
segueix una regressio lineal:

log£:w1x1+---+wdxd=w-x.
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Trobats els pesos w d’aquesta regressio lineal (normalment, usant taules de
resultats previs en que els vectors de caracteristiques apareixen amb les seves
freqiiéncies), llavors obtenim

B 1

Cl+ewx’

una relacié que pot servir per fer prediccions sobre la probabilitat de qualsevol
nou vector de caracteristiques. La funcio o (t) = 1/(1 +e~t) té forma sigmoide i
es coneix també amb el nom de funcio logistica (figura 2). De vegades convé usar
la funcio 2ko (t) —k = k(1—et)(1—e~t)~1, que té forma sigmoide pero variant
entre els extrems +k, i que podem denotar o. Per exemple, 01,2 = 00 —1/2
varia entre —1/2 i 1/2, mentre que o, varia entre —11i 1.

p

1.0 ; |
0.8
0.6
0.4

0.2

0.0

-10.0 -7.5 -5.0 -25 0 25 50 75 100

FIGURA 2: Grafic de la funcié logistica.

Organitzacio del contingut A la primera secci6 s’apleguen algunes idees de
caire relativament elemental, amb molta tradicié en els estudis de matemati-
ques i estadistica, que es poden veure com a arrels dels models matematics de
I’aprenentatge i que en tot cas segueixen tenint un paper en les teories més
actuals.

El model basic en que basem la resta de I'article s’exposa a §2. El repte
principal de I’AA davant de les ingents quantitats de dades de que es disposa
és ’'anomenat malefici dimensional [curse of dimensionality], que considerem
breument en el primer apartat, 2.1. Els ingredients del model basic i la seva
significaci6 es descriuen a I'apartat 2.2, que acaba amb el que anomenem
teorema fonamental de I’AA. En els dos darrers apartats es descriuen models
matematics de les neurones i de les xarxes neuronals i de la seva funcié com a
aproximadors universals.

L’estat de I'art dels fonaments teorics de ’AA es desgrana a les tres sec-
cions segiients: §3 (Aproximacio), §4 (Optimitzacio) i §5 (Generalitzacio). Atesa
la importancia dels temes, ens remetem a la introducci6é de cadascuna per
analitzar-ne I’abast amb més detall.

A la darrera seccio, §6, fem referencia a alguns altres models prometedors.
També esmentem diversos problemes oberts. A 'apendix A recollim algunes
nocions de probabilitat emprades anteriorment. Havent ja explicat el proposit
de I'apéndix B, només ens queda dir que l'article acaba amb la secci6 de
referéncies, que conté la bibliografia citada.
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Finalment, cal indicar que ometem practicament totes les demostracions
dels resultats que hi incloem, pero que procurem compensar-ho amb referén-
cies adients, sigui en el context de cada enunciat o en ’apartat corresponent
de I'apendix B.

1 Preludis

Encara que el tema principal d’aquest article sigui I’AA basat en xarxes neu-
ronals, i els resultats en que es basa, ens ha semblat adient incloure aquesta
secci6 preliminar per donar compte d’algunes nocions basiques que han tingut,
i segueixen tenint, un paper important en I’evoluci6 de les teories de I'apre-
nentatge i el desenvolupament del que s’anomena ciéncia de les dades [data
science]. La motivaci6 principal de la secci6 és fer de coixi entre coneixements
més o menys familiars i les seccions posteriors, de natura més teécnica. Per a
referéncies, vegeu §B.1.

1.1 Lavia bayesiana

La ben coneguda regla de Bayes-Laplace, sovint anomenada simplement formula
de Bayes, és de fet un dels resultats pioners i fonamentals de la teoria de
I’aprenentatge.

Donats esdeveniments X, Y, tenim que

P(X) - P(Y|X),

P&, Y) = {P(Y) PX|Y),

i aquestes relacions son equivalents a

P(X|Y) P(Y|X)  P(X,Y)
P(X)  P(Y) P(X)-P(Y)

Denotem amb L(X,Y) aquest valor, que és simeétric en X i Y. Llavors podem
escriure
P(Y|X) =P(Y)L(X,Y),

que és la regla de Bayes-Laplace. Veiem que L(X,Y) és el factor pel qual hem
de multiplicar la probabilitat P(Y) de Y, previa a I'observacié de X [prior], per
obtenir la probabilitat P(Y|X) de Y posterior a I'observacié de X. En altres
termes, L(X,Y) indica el grau d’aprenentatge sobre Y aportat pel fet d’haver
experimentat X.

Classificacio bayesiana: la regla MAP Siun esdeveniment X ha estat observat, i
aquest fet es pot atribuir a una de les hipotesis Yi,...,Y,, la regla MAP (maxim
a posteriori) selecciona la Y; que maximitza P(Y;|X). Per la regla de Bayes-
Laplace, aix0 equival a escollir la Y; que maximitza P(X|Y;)P(Y;). En el cas
especial en queé les Y; son equiprobables, es tracta de maximitzar P (X|Y;).
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Un cas particular és el d'una classificacio binaria dels objectes de X. Supo-
sem X = Xy U X1, pero que 'observacié d'un x € X no determina amb certesa,
generalment per la preséncia de soroll o altres causes, a quina de les dues clas-
ses pertany. El model estadistic d’aquesta situacié és que l'atribuci6 d'una
classe y € {0,1} a una observacié x es regeix per una probabilitat conjun-
taP(x,y) =P(x|y)P(y). Es a dir, suposem que les probabilitats P(0) i P(1)
son conegudes, aixi com les probabilitats P(x|y) que expressen la incertesa
sobre la classe y de x. Quantificada aixi la incertesa, la regla de decisi6 optima
és 'anomenat classificador de Bayes, f2: X — {0, 1}, definit per la maxima
probabilitat posterior P(y|x) = P(x|y)P(y)/P(x), és a dir:

fB(x) = {

Aquest classificador és optim per a la distribuci6 P i la seva proporci6 d’er-
rors és R* = [min{P(0|x),P(1|x)}P(x) dx en mitjana. Sense més informacio
sobre P, només es pot assegurar que 0 < R* < 1/2.

0 siP(O]x)=P(1l]x),
1 siP(O|lx) <P(1|x).

La perspectiva bayesiana de ’AA Partint de les dades D, d'un possible
model M per explicar-les i d'un conjunt de parametres o pesos W del model,
la regla de Bayes-Laplace ens dona
P(D|W, M)P(W|M)
P(W|D, M) = P(D|M) ;

on P(W|D, M) és la probabilitat de W posterior a haver observat les dades D
suposant el model M. A la dreta de la igualtat tenim P (D|W, M), la versemblan-
ca de les dades D segons el valor dels pesos W relatius al model M; P(W|M), la
probabilitat a priori dels parametres W respecte del model M;i P(D|M), la ver-
semblanca marginal o evidéncia del model, és a dir, [ P(D|W, M)P(W, M) dW.
La probabilitat posterior esdevé la probabilitat a priori per processar la infor-
maci6 adquirida en considerar noves dades.

Un model M ja apres es pot usar per predir la probabilitat de noves da-
des D':

P(D'|D,M) = JP(D'IW,ZD,.’M)P(WITD,.M) aw.

El paradigma també permet contrastar diferents models M en relacio a les
dades D:
P(DIM)P(M)

P(M|D) = P P(DIM) = JP(DIW,JVI)P(WIJVZ)dW.

1.2 Analisi de components principals (PCA)

Sigui X una matriu real m x n. Podem pensar que X és el resultat d’observar
m caracteristiques de n objectes, de manera que la fila X/ conté les n obser-
vacions (x*l’, ...,x37) de la caracteristica j-ésima (j € [m]). Equivalentment, la
columna Xi = (x3,...,x")7 (k € [n]) conté els valors de les m caracteristi-
ques de I'objecte k-ésim. En tot cas, X = [X1,...,Xn] = [XL,..., X™].



Aprenentatge algorismic i xarxes neuronals profundes 13

Considerem la mitjana de X/, uj = E[X7], i la covariancia de X/ i XX, o =
Cov(X/,X*) = E[XJ - X¥] — p/p¥. La matriu simétrica £ = Cov(X) = (0jx), de
tipus m x m, és semidefinida positiva i diem que és la matriu de covariancia
de X. Adonem-nos que oj; = Var(X/) (la variancia de X7), i que Var(X’) = o7,
on 0; > 0 és la desviacio estandard de X/.

Donat un m-vector unitari u, resulta que Var(u’ X) = u’Su, i que aquest
valor és maxim precisament quan u és un vector propi u, de > amb valor
propi maxim. En aquestes condicions, es diu que u = u; és la component
principal de X. Notem que u’X és el vector format amb les projeccions de
les columnes de X sobre u, de manera que aquestes projeccions recullen la
variabilitat maxima de X en una direccio.

La segona component principal de X és el vector propi unitari u, corres-
ponent al segon valor propi (en ordre no creixent) de 3. Aquest vector ma-
ximitza Var(uTX) = uTZu per als vectors unitaris u perpendiculars a u;.
Prosseguint aquest procés, s’obté una base ortonormal ui,...,u,, de R™
tal que Var(ulX) = ul>u, és maxima per a vectors unitaris perpendicu-
lars a uq,...,Uuy—1. Si posem U, per denotar la matriu formada pels vec-
tors uq,..., Uy, lamatriu Ul X és de tipus r x n i incorpora la variabilitat de X
atribuible als primers 7 valors propis (ordenats en sentit no creixent) de .

La técnica de les components principals és un primer exemple de reducci6
dimensional, un concepte al qual retornarem més endavant, i es pot entendre
com una forma d’aprenentatge no supervisat. També cal dir que U, X es pot
emprar com una forma de preprocessament aplicable a les dades X abans de
sotmetre-les a un procediment d’aprenentatge supervisat. El valor de v s’escull
de manera que y.1,..., Uy tinguin un paper negligible en I’explicacio6 de la
variabilitat de X.

1.3 Descomposicié en valors singulars (SVD)

Sigui X una matriu real m X n, que considerem com a dades a ’estil del que
hem vist a §1.2, i sigui r el seu rang. Les matrius simétriques XX7 i XTX,
de tipus m X m i n X n respectivament, tenen rang v, son semidefinides
positives i tenen els mateixos valors propis no nuls 7\2,...,)\5, on podem
suposar que A; = A» = --- = Ay > 0. A més, si posem U i V per denotar
les matrius ortonormals de vectors propis de XXT i XTX, llavors X = UAVT,
essent Ajj = Aj, pera j = 1,...,7, els unics valors no nuls de A. Amb aixo,
XXT = UWAATYUTiXTX = V(ATA)VT, on els primers 7 valors de les diagonals
de AAT i ATA s6m A2,...,A% i tots els altres son nuls en ambdues matrius (de
tipus m X m i n X n, respectivament). Ara, ates que UA = (AjuUy,..., A Uy),
obtenim la celebrada descomposicio en valors singulars de X:

X = AlulvlT + o+ AyuyvrT.
De fet, resulta que pera k = 1,...,7, la matriu

My = Mqyuqv] + - - + v
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és 'aproximaci6 optima de X amb matrius de rang k (teorema d’Eckart-Young).
Aquest resultat és també, doncs, una forma de reduccié dimensional. El valor
de k s’escull de manera que X — M sigui negligible en el context on s’utilitzi.

Una aplicacié important de la descomposicié singular és que la solucio a
per minims quadrats del sistema lineal Xa = b és a = X'b, on Xt és la
pseudoinversa de Moore-Penrose de X, és a dir, XT = VATUT, amb A}L-j = 2\;1
peraj=1,...,7 itotes les altres entrades nulles.

1.4 Aprenentatge per métodes no parametrics

Si bé el focus principal d’aquest article és ’aprenentatge supervisat, té interes
presentar breument la idea d’aprenentatge no supervisat. Ho fem descrivint
dos algorismes: k-mitjana [k-Means], un procediment d’agrupaci6 de dades,
i un de classificacio, k-NN [nearest neighbors], en que les dades disponibles
estan classificades per un expert i la decisi6 s’aconsegueix mirant les k dades
disponibles més properes a la dada per classificar.

k-mitjana En termes generals, aquest algorisme divideix un conjunt de vec-
tors n-dimensionals no etiquetats D en k grups minimitzant una certa funci6
de cost, pero I'esséncia del seu funcionament queda ben reflectida en els tres
passos segiients: (1) Escollim k vectors diferents zy,..., zx (en principi, poden
ser del mateix conjunt de dades). (2) Assignem cada vector x7 de D al z; més
proper, és a dir, el primer que satisfa d(x/, z;) = min(d(x/, z1),...,d(x7, z;)),
de manera que en resulta una classificaci6 inicial de D en k grups. (3) Actua-
litzem cada z; prenent el baricentre del grup de z;. (4) Iterem fins que els z;
siguin estables (segons una tolerancia prefixada).

k-NN Suposem que tenim un conjunt de dades D = {(x/,y/)} (j € [n]),
on les x/ son vectors N-dimensionals i les )/, elements d'un conjunt fi-
nit Y. Sigui k un niimero enter positiu. Donat un vector x arbitrari de I'es-
pai dels x7, l'algorisme k-NN el classifica posant-li una etiqueta de la ma-
nera segiient: (1) busca els k vectors xJ1,..., x/* de manera que les distan-
cies d(x,x7),...,d(x, xJk) siguin les més petites possibles, i (2) assigna a x
la moda del conjunt {yJ,..., yJ/k}. Per trobar el conjunt {x/1,..., xJ/k}, bas-
ta fer una llista dels parells (j,d’ = d(x,x7)), ordenar les d/ de manera no
decreixent i retenir els primers k parells (ji,d’), ..., (jk, d’). També cal dir
que si en el pas (2) hi ha empat en el nombre de dos 0 més grups, cal desempa-
tar triant el que doni distancia minima. En el cas d'una classificaci6 binaria, és
aconsellable escollir k senar.

L’algorisme k-NN es pot modificar sense dificultat de manera que k creixi
amb n. El teorema segiient proporciona condicions suficients perqué aquest
algorisme modificat sigui un classificador universalment consistent.

TEOREMA 1 ([187, 207]). Sigui fy, el classificador binari construit amb una mos-
tra de n punts. Sin — «~ i k — o de manera que k/n — 0 [e. g., si k = logn],
llavors R(fy,) — R* per a qualsevol distribucio de probabilitat P, on R(f,) i R*
son la proporcio d’errvors de fy, i del classificador de Bayes, respectivament.
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Tanmateix, aquest teorema no té les conseqiiéncies practiques que podria
semblar a primera vista, ja que oculta un cas de malefici dimensional, en
el sentit que per aconseguir R(f,) — R* < € cal, en el pitjor dels casos, un
nombre d’exemples n = O(e~%) [176]. Veurem més detalls d’aquest malefici
dimensional a §2.1.

2 Aprenentatge inductiu en gran dimensio

El problema de I’'aprenentatge inductiu, tal com ’hem considerat a les seccions
precedents, es redueix essencialment a un problema d’interpolacié de dades. Es
per tant un problema classic, amb una llarga historia en estadistica i tractament
del senyal. Que fa que la matematica de I’AA sigui especial, doncs?

2.1 El malefici dimensional

La clau és la gran dimensi6 dels espais de dades. Senyals com les imatges,
els audios i els videos viuen en espais de milions de dimensions, i els méto-
des classics d’interpolacié resulten inservibles en aquest regim, ja que, per
obtenir solucions consistents sota hipotesis febles de regularitat local (com
ara Lipschitz), és inevitable que el nombre d’exemples n hagi de créixer de
forma exponencial en la dimensié6 —un fenomen conegut colloquialment com
el malefici dimensional [curse of dimensionality]. En efecte, la divisié del cub
unitat d’un espai de dimensi6 d en cubs de costat & conté e~ 4 cubs, és a dir,
una quantitat que creix exponencialment amb la dimensi6. Una observaci6
relacionada és que el volum de I'esfera de radi 1 en dimensio d decreix molt
rapidament a partir de d = 5 (vegeu la figura 3), de manera que les propietats
familiars valides en el pla, en I'espai o en dimensions baixes no serveixen
en dimensions grans. Ras i curt, el malefici dimensional rau en el fet que la
interpolaci6 de punts en dimensions grans és intrinsecament més dificil que
en dimensions baixes.

0 5 10 20 25

FIGURA 3: Volum v,, de 'esfera S" deradi 1 peran =1, 2,...,25. Tenim

que v; =2,V =Ti,peran > 2, vy = %"vn_g. Aixi v, creix quan
n < 2 i decreix monotonament per a n > 2. De fet, v, convergeix

molt rapidament a 0 quan n — 0. Per exemple, v1gp =~ 2.368 x 10749,

Per afrontar el malefici dimensional cal, doncs, construir teories matemati-
ques adaptades al tractament d’objectes de gran dimensi6. A diferéncia dels
exemples de regressio lineal i logistica de les seccions anteriors, primer és
necessari introduir espais d’aproximacio no lineals. Aixo planteja nous reptes
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algorismics per poder definir estimadors optims en aquests espais. Entre les
dificultats principals, cal esmentar la preséncia inevitable de funcions no conve-
xes ila necessitat d'usar eines avancades de probabilitat (com ara les técniques
de concentracié de la mesura) que garanteixin I’aprenentatge.

L’objectiu d’aquesta secci6 és presentar primer, §2.2, el model basic d’AA
supervisat que usarem a partir d’ara com a tel6 de fons i escenari per a totes
les consideracions que seguiran. A continuacio, §2.3, s’introdueixen els models
de neurona i de xarxes neuronals, cosa que en particular ens permet disposar
d’una gran abundancia d’espais d’hipotesis (un dels elements clau del model
basic), i garantir la propietat d’aproximaci6 universal, §2.4.

L’estudi més detallat del paper del model basic per superar els obstacles
del malefici dimensional ’hem sistematitzat a les seccions segiients, §3, §4
i §5, dedicades als problemes d’aproximacio, optimitzacié i generalitzacio,
respectivament.

2.2 Model basic

Tot seguit descrivim els ingredients que concorren en el model matematic basic
de I'aprenentatge inductiu. Com a primer exemple, podeu tenir en compte la
regressio lineal explicada a la introduccio.

Domini de les dades: X, I’espai (0 conjunt) del qual s’extreuen les dades. La
teoria de la informacié permet, en molts casos, que aquestes dades es puguin
representar com a vectors d’'un espai vectorial real. Per exemple, per a les
imatges de N pixels, X és (una regio de) RN o de R3N segons que les imatges
siguin monocromes o de color RGB [Red-Green-Blue]. La dimensi6 d’aquests
espais, per a les imatges que ordinariament tenen interes, és molt gran. En
general, doncs, hem d’estar preparats per haver de treballar amb espais X
de dimensi6 molt gran.

Generacio de dades: La generacié de dades es regeix per la selecci6 aleatoria
d’elements de X d’acord amb una distribuci6 de probabilitat P sobre X.
Aquesta distribucio no és coneguda per ’AA i en general esta molt lluny de
la distribucié uniforme. Per exemple, les imatges que usualment ens trobem
presenten regularitats que les distingeixen d’aquelles formades per pixels
seleccionats a I’atzar segons la distribucié uniforme i de manera independent.
I una observaci6 similar val per al cas dels sons, com ara la musica.

Espai d’hipotesis: Es un espai F de funcions f: X — R que considerem
P-mesurables. La seleccié d'un tal espai es coneix com a biaix inductiu, ja
que expressa les suposicions a priori sobre la forma esperada de la soluci6
destillada per I'algorisme.

L’espai F sovint s’especifica com un espai de funcions parametritzades. En el
cas de laregressio lineal, I'espai de funcions era el dels polinomis multivariats
de grau 1. A I'apartat segiient veurem que les neurones i les xarxes neuronals
es poden veure com a factories de funcions parametritzades no lineals, la
qual cosa és el tret més visible de la seva utilitat per a I’AA.
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Complexitat: La mesura de la complexitat de les hipotesis és una funci6 y: F —
R*. Exemple: y(f) = ||f|| (lanorma de f) quan F és un espai de Banach. Per
atot 6 € RY, posem Fs = {f € F:y(f) < 6}.Enel cas de la norma, és la
bola (tancada) de F de radi 6, que té I'avantatge de ser un conjunt convex.
Aquesta noci6 permet facultar ’AA amb un criteri per graduar I’esforc de
cerca segons una complexitat creixent. En el cas de les xarxes neuronals,
aquesta complexitat es controla mitjancant una penalitzacio implicita a través
de I'algorisme d’optimitzaci6 (§84 i §5.4) o d’una regularitzacio explicita, com
ara una penalitzacié sobre els pesos de la xarxa.

Expert o supervisor: Una funcié donada f*: X — R. Per a cada dada x, 'ex-
pert produeix un exemple: el parell (x, y), v = f*(x). L’AA no coneix 'expert
(rao per la qual aquest també s’anomena oracle), pero el seu proposit és imitar-
lo tan fidelment com sigui possible seguint els procediments que es descriuen
més avall. En cas que I'expert sigui un element de F (cosa que en general no
passa), diem que és realitzable.

Dades d’entrenament: Un conjunt d’exemples
D = {(x', ¥' = f*(x) 1 x" € X}iem

produits per 'expert, on els x! es generen segons la distribucié P de manera
independent, x* ~ P en simbols.

Defecte: El defecte [loss] de f € F és un indicador, denotat L(f), de la se-
paracio entre f i f*. Un exemple usual és I'esperanca de | f(x) — f*(x)|?
relativa a P, Ep|f(x) — f*(x)|?. Més generalment, podem emprar L(f) =
Ep £(f(x), f*(x)),on¥: YxVY — R ésuna funcid no negativa amb £(y,y’) =
0 si, i només si, v = y' (diem que £ és un defecte puntual). En alguns dominis
d’aplicacio, del defecte se’n diu risc i, encara en d’altres, error.

Objectiu de I’AA Si bé 'objectiu primari és aproximar I’expert f*, en termes
del model basic es tracta de trobar un estimador f € F,usant només D, tal que
el seu defecte L( f ) sigui una bona aproximaci6 del minim defecte assolible amb
funcions de ¥, és a dir, de Ly = minpey L(h). Aquest estimador es construeix
a partir d’'una minimitzacio del defecte empiric [empirical risk minimization,
ERM], on el defecte o risc empiric [empirical risk] és el funcional Lp: F — R*
definit per la féormula

in(h) = % S Ih(xh) - yif2.

i=1

Es tracta d'un estimador no esbiaixat de L(h) mitjancant les dades D. Natu-
ralment, 'expressio |h(x') — yt|? s’ha de substituir per £(h(x?), y?) si L es
defineix en termes d’un defecte puntual 4.
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Com que hi ha una discrepancia (aleatoria) entre el funcional que ens interes-
sa minimitzar (L, desconegut) i el funcional de qué disposem (Lp), és necessari
introduir algun tipus de regularitzacié per tal de poder controlar aquestes
fluctuacions. Per exemple, podem considerar el defecte empiric 6-restringit,

Lps = min Lp(h), (3)
hefFs

o el defecte empiric A-regularitzat (cf. la discussio de I'’equacio (2)), o A-penalit-
zat,
min (Lp(h) + Ay (h)), (4)
hefF

on y(h) és la complexitat de h introduida a la pagina 17.

Com veurem posteriorment, la minimitzacié del risc empiric s’aconsegueix
mitjancat métodes coneguts genéricament com a algorismes de gradient des-
cendent.

Descomposicio de 'error Donat un estimador f obtingut a partir de ’'ERM
dins d’un espai d’hipotesis F, 'objectiu de la teoria de 'aprenentatge esta-
distic és fitar L( f ) — Ly, una quantitat que alguns autors anomenen pene-
diment [regrgt], ja que expressa la discrepancia que emetria un oracle que
conegués L(f) i Ly. Aquest penediment es pot descompondre de la manera
segiient ([26, 10)):

L(f) =Ly =L(f) =L, + Ly, — L.

La significacio del sumand L 5; — L# es descriu més avall amb el nom error
d’aproximacio i denotat &,pr. Per altra banda, podem escriure

L(f) =Ly, = L(f) = Lp(f) + Lo(f) = Lps + Lps — Ly,

La diferéncia gopt = Lo( f ) — i,pﬁ s’analitza més avall com a error d’optimit-
zacio. Ens queda per considerar la suma L(f) — i@(f) + i@,(s — Ly;, de la qual
donarem una fita superior. D’una banda, és clar que L( f ) —Lp( f ) < Eogt, definit
com supyczs |IL(h) — Lp(h)| i explicat més avall com a error estadistic o de
fluctuacio, i de I'altra, també tenim I:D‘(s — Ly, < €est, jaque si h € F5 compleix
Ly, = L(h), Navors Lps — Ly, < Lp(h) — L(h) < [L(h) — Lp(h)| < &est. Podem
resumir aquestes consideracions en I’enunciat segiient:

TEOREMA 2 (FITACIO DEL PENEDIMENT). L( f ) = Ly < Eapr + Eopt + 2&est.

Error d’aproximacio: L’hem definit com la diferéncia eapr = Lg; —L . No depeén
de les dades D, és no negatiu i disminueix en créixer 6. Mesura I’aproxi-
macio6 del minim defecte Ly que es pot aconseguir amb funcions de Fs.
Per a la discussio sobre el disseny d’espais F que permetin aproximar f*,
vegeu §3.
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Error d’optimitzacié: Per h € Fs, I’hem definit com a &opy = Lp(h) — Lp s, on
i;D,g és el minim dels defectes empirics de funcions de Fs. En la practica,
es fixa una tolerancia ¢ > 0 i s’aplica un algorisme de minimitzaci6 del
risc empiric per aconseguir f € Fs tal que el seu error d’optimitzacio
sigui < ¢, és a dir,

Lp(f) - Lps <e. (5)

El problema principal per assolir (5) és computacional, degut al paisatge
no convex del risc empiric, i I'’estudiem amb detall a §4.

Error estadistic: Per auna h € Fs, |[L(h) — Lp(h)| és 'error que es comet en
substituir el defecte L(h) pel defecte empiric Lp(h). En el pitjor dels
€asos, aquest error €s &est = SUPye 5, IL(M) — Lp(h)|,id’aquesta quantitat
en diem error estadistic o error de fluctuacio. Analitzem el paper que té en
I'analisi de la capacitat de generalitzacio a §5.

AEI teorema 2 ens diu que poAdem garantir un bon aprenentatge (és a dir,
L(f) — Ly petit i, per tant, que f sigui una bona aproximacioé de f* amb una
funci6 de F), si podem assegurar que els tres termes d’error son petits. Per
aconseguir aixo, cal una bona elecci6é de ‘F, un bon algorisme d’optimitzacio
per tal de poder assolir la desigualtat (5) i eines per controlar les fluctuacions
que produeixen l'error estadistic. Es a dir, ens plantegem: (1) Com podem
trobar espais d’hipotesis F amb bones propietats d’aproximacié en dimensions
grans? (2) De quins algorismes es disposa per aconseguir minimitzar Ly (h)?
(3) Com es poden controlar les fluctuacions estadistiques? A I'estudi d’aquestes
questions dediquem les seccions §3, §4 i §5, respectivament.

2.3 Neurones i xarxes neuronals

En aquest apartat introduim la neurona com a eina basica per construir es-
pais funcionals amb bones propietats d’aproximacio i generalitzaci6 en gran
dimensio.

En AA, una neurona (vegeu la figura 4a)) és una funcio de la forma

X+~ Xx(0,x) =ao(x-w+ wy), (6)

ona,wg € R, we R 0= (a,w,wp),ion o ésuna funcioé de forma sigmoide,
com ara la funcio logistica o (t) = (1 + e~t)~! (figura 2). Diem que 0 son els
parametres de la neurona. Més concretament, w €és el vector de pesos i wy, el
biaix. Aquest model computa, per a cada valor dels parametres 9, una funcié
la grafica de la qual té forma de talus [ridge] (vegeu la figura 4b)), ja que és
constant sobre cada hiperpla perpendicular al vector w i en la direccié de w té
forma sigmoide.

Afegint la constant xy = 1 com un input extra, i prenent X = (1,x) i
w = (wy,w), tenimque x - w + wop =X - w,de maneraque sia =110 ésla
funci6 logistica, la neurona computa la regressio logistica de X amb pesos w.
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a) sortida
wo
1] ——=
wi/ wp Wn
X1 X2 e Xn

FIGURA 4: a) Esquema d’'una neurona. b) La grafica de la funci6 calculada
per una neurona té forma de taltis. Funcionalment, podem considerar
que els pesos w; i els parametres de o, collectivament 6, formen part
de la neurona, i que aquesta dona com a valor de sortida fp(x1,...,Xn).
Graficament, representarem aquesta funcionalitat amb un cercle.

Si la neurona representada a la figura 4a) es compon amb la funcié s — +1
segons que s = fp(x) = % 0 < 1, essencialment tenim 'anomenat perceptro de
Rosenblatt (1958), que historicament té la importancia de ser el primer sistema
que podia aprendre una classificacié binaria a partir d’exemples per un procés
d’ajustament dels parametres 6.

Una xarxa neuronal (XN) es pot pensar com una composicio de neurones
d’acord amb un graf de connexions que es coneix com I'arquitectura de la
xarxa. Aqui ens fixarem primordialment en el cas de grafs dirigits, i deixarem
per a més endavant alguns comentaris sobre xarxes no dirigides, com ara les
de Hopfield o les anomenades mdquines de Boltzmann. Tampoc considerarem
xarxes amb retroalimentacio, és a dir, que continguin camins tancats.

L’arquitectura estandard d'una XN directa [feed-forward] és un graf dirigit
estructurat en capes [layers] Lj, com a la figura 5, i la seva signatura funcional
es pot condensar en 'esquema segiient:

N: Entrada=Ly—L;y —-Lyr—---— Ly, = L1 = Sortida. (7)

Convencionalment, una xarxa es considera soma [shallow] si m = 1 i pro-
funda [deep] si m > 1. Les capes Li,...,L,; es consideren ocultes [hidden],
mentre que les capes d’entrada i sortida son visibles. I’amplada d’una capa és
el nombre de neurones que conté.

Cada capa consta d’'un cert nombre de neurones i només hi ha connexions
de les neurones d'una capa envers neurones de la capa segiient. Cada capa
rep un senyal x de la capa anterior i produeix un senyal de sortida x’ que
envia a la capa segiient, cosa que podem representar com una relacié funcional:
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x" = fj(x). La capa Lo recull el senyal d’entrada (un so o una imatge, per
exemple), paper que presenta una certa analogia amb el dels organs sensorials
dels éssers vius. La sortida, representada per la capa L,,+1, és el resultat
d’aplicar progressivament [feedforward] les funcions fi, f>,..., fm (és a dir,
la composicié finofm_1°---of1) a 'entrada. Seguint I’analogia biologica, la
sortida pot ser el senyal enviat a diversos sistemes de I’ésser viu, com ara
I’aparell locomotor, o als organs de fonaci6é dels humans, entre molts d’altres.

La funcio6 f;: x — x’ depén del conjunt de parametres (0 pesos) associats
a les connexions neuronals que arriben a L;, de manera que f; és una funcio
parametritzada que podem denotar fp, i aixi I'accio progressiva de la xarxa
és la funcié parametritzada fo = fp, - - -ofp, (0 = (01,...,0n)). Atés que
les funcions d’activacié de les neurones so6n no lineals, també ho és aquesta
funci6. El nombre total de parametres d’'una xarxa neuronal és en general molt
gran, especialment, les profundes. Fins on pugui valer I'analogia biologica, els
parametres de la xarxa fan el paper de les connexions sinaptiques, de les quals
s’estima que n’hi ha, en el cas dels cervells humans, desenes de bilions.

El caracter d’'una capa L; de la XN (7) depén de la manera en que s’usen
els parametres 0; en la definicio de fp;. Un cas important és el de les capes
convolutives, un qualificatiu geneéric per designar que en la definicio de fp;(x)
s’usa alguna mena de convolucio, o de correlacio creuada, entre 0; i x, i en
aquest cas els parametres 6; fan el paper de filtres. Una XN es considera que és
convolutiva (XNC) si conté almenys una capa convolutiva.

a) Sortida b) X1
X2
L X3
X4
L
0 x5 O
Entrada Lo L Lo

FIGURA 5: a) Xarxa sense neurones ocultes i totalment connectada. b) Xar-
xa amb una capa oculta de tres neurones, L, totalment connectada a les
neurones de sortida, L,. La capa d’entrada, Ly, només esta parcialment
connectada a la capa L;. Com que cada neurona oculta rep les sortides
de tres neurones de I’entrada, els pesos de les tres neurones ocultes
podrien ser els mateixos, cas en el qual es parla de pesos compartits.
Aquesta idea és a la base de la noci6 de xarxes convolutives que veurem
en una secci6 posterior. Si els tres pesos son wy, w», ws, I’estat de les
neurones ocultes és y; = 2?:1 wixXivj-1, J = 1,2,3, és a dir, el vector
d’aquests estats és la convolucio6 del vector d’entrades x amb el vector
de pesos w.



22 Joan Bruna i Sebastia Xambo

2.4 Aproximadors universals

Les xarxes neuronals estandard tenen la capacitat d’aproximar qualsevol funci6
mesurable fins a qualsevol precisié desitjada. De fet, aix0 es pot aconseguir
amb xarxes somes, pero amb un nombre de neurones ocultes que augmenta a
mesura que es demana més precisio.

TEOREMA 3 ([49, 91, 15, 156]). Sigui o: R — R una funcid continua, acotada,
monotona creixent i no constant (e. g. una sigmoide o tanh). Llavors l'espai ‘F
de funcions de la forma

N
> ajo(w;-x +by), (8)
j=1

onN € 7*, w; € R", aj,b; € R, és dens (convergéncia uniforme sobre com-
pactes) en l'espai de funcions continues de R™. En particular, resulta que tota
funcio continua de X es pot aproximar (uniformement sobre compactes) tant
com vulguem mitjancant una xarxa neuronal soma.

Vegeu [156, proposicio 6.4] per a una derivacio en el marc del teorema de
Stone-Weirstrass. Aquest resultat dona confianca al fet que les xarxes neuronals
poden aproximar qualsevol funci6é que tingui interes practic, pero per si mateix
no és un resultat quantitatiu, ja que no incorpora, per exemple, cap control
sobre el nombre de neurones de la capa oculta necessari per assolir un cert
error d’aproximacio. Recordem de I'apartat 2.2 que I'aproximaci6é és només
una peca del puzle, i que un bon algorisme d’aprenentatge necessita a més una
bona taxa de generalitzaci6 i d’optimitzaci6 —propietats que, en la practica,
requereixen arquitectures més profundes.

3 Aproximacio

Un problema fonamental és garantir que ’aprenentatge sigui factible fins i tot
quan n < &4, una situacio en la qual els métodes classics no son aplicables
(apartat 3.1), pero on les xarxes neuronals donen certes esperances. Per encarar
aquesta qiiestio, ens fixarem primer en el paper de la profunditat (apartat 3.2) i
després en la geometria espacial induida per la fisica del problema (apartat 3.3).

3.1 El malefici dimensional de I'aproximacioé

L'analisi de funcions f: QO — R definides en un domini Q de baixa dimensio6 és
una disciplina madura i amb llarga historia en les matematiques. La regularitat
d’una funci6 en una, dues o tres dimensions pot caracteritzar-se precisament
per expressar l'estructura d'un problema especific; per exemple, les solucions
d’una equaci6 d’ones, o d’'una imatge f(u), u € [0,1]?, usant eines d’analisi
harmonica (com ara la transformada de Fourier o les ondetes), o variants geome-
triques (com ara les crestetes [ridgelets]). Aquest control permet resoldre tota
mena de problemes inversos (com ara la compressié d’imatges, ressonancies
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magnetiques, etc.) amb garanties estadistiques i computacionals. En aquestes
aplicacions, podem dir que els models matematics estan «al dia» respecte als
algorismes utilitzats en la practica.

La situaci6 en dimensions grans és totalment diferent: als espais funcionals
basats en nocions globals de regularitat, com ara els espais de Sobolev, els
manca adaptabilitat quan la dimensio6 creix: un resultat classic en estadistica no
parameétrica ([197]) estableix que estimar una funcié f de la classe de Sobolev
en dimensioé d amb error de minims quadrats & requereix O (¢-2-4/S) mostres,
on s és el nombre de derivades de f. Dit d'una altra manera: només les funcions
extremament regulars, amb milions de derivades finites, sén estimables en
el regim de dimensions grans! Nocions locals de regularitat, com ara fun-
cions simplement Lipschitz, també pateixen malefici dimensional, ja que s6n
necessaries ¢4 mostres per obtenir errors minimax d’ordre & [206].

Cal, doncs, treballar amb una teoria d’aproximacio6 alternativa per respondre
al repte de les dimensions grans. En aquest context, els espais funcionals
associats a les xarxes neuronals, comencant per les funcions somes descrites
per I'’equaci6 (8), han estat estudiats per grans analistes (Pinkus, Matusek o,
fins i tot, Bourgain) com a generalitzacions de les representacions integrals en
Fourier:

Flx) = jgw)a(x . 0) do, ©

on g és la «transformada» i o, una activacié6 no polinomica generica que
generalitza ’exponencial complexa o(x - 0) = e !{*'? de la transformada
de Fourier. Un resultat important de [10] és que aquests espais funcionals
permeten adaptar-se a les estructures de baixa dimensio sense malefici: si
f(x)=f(Ux),onU € R¥*4 amb k < d és un operador de projeccié descone-
gut, la regularitat de f s’expressa en termes de v = Ux € R¥, que té dimensio k
potencialment molt més baixa que la dimensi6 d de I’espai ambient. L’esséncia
d’aquests espais és, un cop meés, I'esparsitat [sparsity] que es pot imposar a g en
la representaci6 (9), en consonancia amb resultats fonamentals dels anys 1990
i 2000 [55] que van transformar el tractament de senyal emprant la condici6
d’esparsitat.

3.2 De xarxes somes a xarxes convolutives profundes

Els arguments matematics d’aproximacié precedents s’han de contrastar
amb els arguments experimentals, que mostren una diferéncia enorme entre
les xarxes somes geneériques i les xarxes convolutives modernes, amb centenars
de capes. Es pot dir que ’analisi harmonica de les xarxes profundes esta encara
en la seva infancia. De fet, els resultats més profunds sobre aixo provenen
de la comunitat d’informatica teorica, que ha estudiat des dels anys setanta
qiestions d’aproximacio de circuits logics basant-se en I’analisi harmonica de
I’hipercub [118].

En el context de xarxes neuronals, alguns autors han estudiat el rol de la
profunditat des del punt de vista de I'aproximaci6. Citem en particular [58], on
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els autors presenten una classe de funcions radials i oscillants en dimensi6 d
que requereixen un nombre exponencial de neurones per tal que puguin ser
aproximades per xarxes somes, fet que dona un contrapunt negatiu al resultat
d’aproximacio universal del teorema 3, pero ensems mostren que es poden
aproximar satisfactoriament amb xarxes d'una sola capa oculta.

A més de la profunditat, un altre aspecte crucial de les xarxes neuronals
modernes és que incorporen coneixements de la fisica (en I'estructura espacial
d’imatges, videos i sons, per exemple), com descrivim tot seguit.

3.3 El rol de la geometria espacial

Fins ara hem prosseguit pensant que X és R4, d > 1, pero en les aplicacions
més importants (com ara la visio artificial, el llenguatge artificial —text i parla—
o la fisica) disposem de més estructura. En molts casos, els elements de X séon
funcions x: Q — R¥, on Q és una regi6 d’un espai de dimensi6 baixa i k, un
numero enter positiu petit. En el cas d’'una imatge, Q pot ser un rectangle del pla
i k, el nombre de canals de la imatge, és a dir, k = 1 per a imatges monocromes
o0 k = 3 per a imatges de color. En el cas de la parla, Q pot ser R, de manera
que x(t) és la intensitat del so en I'instant t, amb k = 2 si el so és estéreo. En
el cas de la fisica de N particules, Q = (R3 x R3)N, on la particula i-ésima esta
determinada pel parell (p;,q;) € R?® x R3 format pel seu moment lineal p; i la
seva posicio g;. En tots aquests casos, I’alta dimensio de les observacions x
camufla 'estructura subjacent de dimensi6 baixa, i la pregunta clau és com
podem usar aquesta estructura (que anomenarem estructura funcional de X)
per al tractament del problema esmentat.

Simetries globals En AA, les simetries apareixen com a transformacions de
les entrades que no afecten la funci6 que volem aprendre. Es una situacio que
presenta una analogia amb moltes de les matematiques i la fisica. Per exemple,
la relacio entre el grup de Galois d’un polinomi i I'estructura de les seves arrels,
o entre les simetries d'un sistema fisic i les lleis de conservaci6 que el regeixen
(teoremes de Noether).

Una simetria de F és una transformacio invertible T: X — X tal que f(x) =
f(Tx) per a qualsevol f € F.D’aquestes simetries, que formen un grup G amb
I'operacié de composicid, les més significatives per als nostres proposits son
les induides a partir de simetries de I'estructura funcional. Més concretament,
si T: Q — Q és una transformacio, llavors podem considerar T: X — X,
X — Xr, definida per la relacié x+(u) = x(7(u)). Per exemple, en el cas d'una
translacio T = ty, ty (1) = u + v, ens queda x¢, (u) = x(u + v).

Tanmateix, la invariancia global no és una premissa prou forta per endegar
I’estimaci6 en dimensions altes. Els grups de transformacions son tipicament
de dimensio6 baixa; en processament del senyal, sovint son subgrups del grup
afi Aff(Q), de dimensi6 6 en el cas de les imatges. Es pot definir una premissa
molt més forta especificant com es comporta f respecte de pertorbacions
geometriques de Q) properes a elements d’aquests grups de simetries globals.
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Deformacions locals i separaciéo d’escales Considerem ara un camp vec-
torial T: Q — R4, prou regular, que produeix una deformacio6 local @ (u) :=
u + T(u), la qual actua sobre L2(Q) per composicio, x- (1) := x(@(u)). Com a
exemples tenim translacions locals, canvis del punt d’observacio6, rotacions i
transposicions en freqiiéncia [33], que han estat utilitzats ampliament com a
models de variabilitat d’imatge en visié per computador [96, 62, 70]. Observem
que si ||T] < 1, llavors @ és un difeomorfisme.

La major part de les tasques en visi6 per computador son estables per
deformacions, en el sentit que la prediccié feta per f no canvia gaire si la
imatge d’entrada s’ha deformat lleugerament [33, 122]. En tasques que sén
invariants per translacié aquesta premissa pot expressar-se

lf (xo) = f =Tl (10)

per a tot x i tot T, on ||T|| mesura la distancia de ¢ al grup de translacions; per
exemple ||T] := sup, [|VT(u)| [33]. L’estabilitat per deformacions és una
premissa forta, perque I'espai de deformacions locals té dimensio gran, en
contraposicié amb el grup de simetries globals, com s’illustra a la figura 6.
Addicionalment, aquesta estabilitat per deformacions es pot expressar en
termes d'una analisi multiresoluci6 [MRA] [120] de la forma segiient. Una
imatge continua x definida a Q pot interpretar-se com una combinacio lineal
X = xj + 2 jX; de senyals X, j € (-, ]), on x; captura les estructures a
gran escala 2/, i Xj, els detalls a escales 2J més petites, com s’illustra a la
figura 7. L’analisi multiresoluci6 construeix operadors lineals basats en ondetes
[wavelets] per obtenir aquesta descomposicio x — {xj, X;}. Similarment, les
funcions f d’'interés en visi6 admeten una factoritzacié aproximada en termes
d’una analisi multiresolucio: denotant amb P; un projector (no necessariament
lineal) cap a I'espai de senyals a escala com a minim j, 'estabilitat geomeétrica
de f s’expressa com

f(x) = fj(Pj(x)),

on f; és una nova funcio definida sobre imatges a una resoluci6 més baixa,
limitada a les escales més grans que j. En altres paraules, les interaccions entre
pixels es poden «separar» segons les escales, tractant primer les interaccions
locals mitjancant 'operador P;. Aplicant aquesta factoritzacio iteradament a f,
fj+1,..., obtenim una separacio de I'aprenentatge a cada escala. Aquest principi
de separaci6 d’escales apareix en diversos ambits de la fisica matematica, per
exemple, en el métode multipolar rapid [fast multipole method] [73]. Aquest
principi d’estabilitat per deformacions locals ha estat explotat en visi6 per
computador en diversos models, incloent-hi les xarxes convolutives, i analitzat
matematicament amb la transformada dispersiva [scattering transform] [33,
122].
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FIGURA 6: Les deformacions d’'una imatge x per un camp T regular
no alteren la informaci6 semantica x. En canvi, deformacions grans
(imatge dreta) si que ho poden fer.

FIGURA 7: Descomposicio multiresolucio. (Font: Wikipedia.)

3.4 Representacions amb estabilitat geomeétrica

Motivats per la premissa d’estabilitat geomeétrica, estem interessats a construir
representacions de senyals que hi siguin compatibles. Suposem, per concretar-
ho, que I'estimacio6 f de f, la funcié objectiu, té la forma

f(x):=@(x) - w, (11)

on ®: L2(Q) — RX designa la representacio del senyal i w € RX, els coeficients
de classificacio o regressio. En una XNC, ® seria I'operador que projecta el se-
nyal d’entrada al darrer nivell de la seva representaci6 dispersant, i w s’associa
al darrer senyal de sortida de la xarxa. La representacié dispersant s'usa en
analisi harmonica per a extreure informaci6 de senyals amb certes garanties
d’invariancia i d’estabilitat per deformacions. La idea central és aplicar de
forma iterada una transformada en ondetes amb una transformacio6 no lineal
(rectificacio), que permet capturar interaccions entre diferents escales de la
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transformada (d’aqui prové el nom dispersant). La relacio lineal (11) entre ®(x)
i f(x) implica que l'estabilitat geométrica en la representacio6 és suficient per
garantir un predictor també geomeétricament estable. En efecte, si suposem

Vx,T, [[®(x) —@(xo)ll s lIxlTl, (12)
aleshores, per Cauchy-Schwarz

1) = Flxo) | < lwllll®(x) — @ (xe) | < llwlllx Tl

Aix0 motiva I'estudi de representacions del senyal que compleixen (12), i
que al mateix temps ¢ capti prou informacié que asseguri que ||®(x) — ®(x")||
és gran si | f(x) — f(x’)| també ho és. En aquest context, un repte notable de
cara a assolir ambdues propietats simultaniament passa per transformar les
components en alta freqiiéncia de x de forma estable.

En tasques de reconeixement, a més d’estabilitat geometrica, és natural
demanar estabilitat respecte a la métrica de L2(Q):

Vx,x € L*(Q), |®(x) — (x|l < llx - x|l (13)

Aquesta propietat d’estabilitat assegura que la preséncia de soroll additiu
en el senyal d’entrada no canviara drasticament les caracteristiques de la
representacio.

Les dues estabilitats desitjades, (12) i (13), també poden ser interpretades
en termes de robustesa enfront dels anomenats exemples adversos [191]. En
efecte, el context generic dels exemples adversos consisteix a produir petites
pertorbacions x’ d'un senyal donat x (mesurat en normes convenients) de
manera que |[(®(x) — ®(x’)) - w| sigui gran. L'estabilitat de les representa-
cions significa que aquests exemples adversos no poden obtenir-se amb petites
pertorbacions additives o geometriques.

En resum, les propietats d’estabilitat (12) i (13) es poden prendre com a
axiomes per definir espais de funcions adaptats. La transformada dispersi-
va ([33, 121]) defineix un espai de funcions lineals mitjancant ’equacio (11),
que es pot generalitzar gracies a la teoria dels nuclis reproductors [24] amb
els mateixos principis d’estabilitat. Mencionem breument el fet que aquests
principis d’estabilitat geomeétrica es poden generalitzar a dominis no euclidians,
gracies a les eines intrinseques en analisi harmonica, en varietats riemanianes
i en grafs, a més de la teoria de representacioé de grups, cosa que dona lloc
a ’'anomenat aprenentatge geomeétric profund [geometric deep learning]; ve-
geu [31] per a un resum detallat d’aquest tipus de generalitzacions. Tot i que
aquesta visio axiomatica permet assolir bons resultats numerics amb meéto-
des matematicament rigorosos, destaquem per concloure que defineix espais
d’aproximaci6 (lineals) molt més petits que els definits per xarxes neuronals
profundes, i que entendre aquest contrast és un dels problemes oberts més
importants de la matematica de ’AA.

4 Optimitzacio

Més enlla de les qiiestions obertes descrites a la secci6 anterior, en el trencaclos-
ques de I'AA 'aspecte matematic possiblement més espinds és computacional:
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com podem definir algorismes amb garanties d’optimitzacio del risc empiric
en el cas en que la classe de funcions sigui no lineal? Amb aquesta finalitat,
revisem el metode del gradient descendent a §4.1, i tot seguit expliquem primer
la connexi6é amb nuclis reproductors, §4.2, i després, amb els sistemes dinamics
de transport de mesura a §4.3.

4.1 Maetode del gradient descendent

Recordem, del model basic, que I'objectiu de 'aprenentatge supervisat con-
sisteix a minimitzar el risc empiric en una classe d’hipotesis amb capacitat
limitada. En la forma penalitzada, aixo es tradueix en (cf. equacio (4))

minE(h), E(h)=Lp(h)+Ay(h). (14)
heF

Aqui estem formulant el problema d’aprenentatge de forma implicita, bus-
cant directament funcions de la classe F, per exemple, funcions resultants
d’una xarxa neuronal amb una arquitectura predeterminada. El problema (14)
és conceptualment simple, pero computacionalment complicat, ja que en la
practica ’espai F sovint té una geometria no euclidiana. Si pensem ¥ com
un subespai de 'espai de totes les funcions f: X — R, podem interpretar (14)
geomeétricament com la minimitzacié d’'un cost convex en un domini arbitrari.

Tot i que és possible definir metodes iteratius per optimitzar funcions
en aquest nivell de generalitat, en el nostre cas simplificarem el problema
introduint una parametritzacio de 1'espai d’hipotesis ¢p: @ — F, on © és un
domini euclidia, i on suposem que ¢ és diferenciable i exhaustiva. En el cas
d’'una xarxa neuronal, @ € O representa els parametres que cal ajustar, i ¢(0)
és la funci6é implementada per la xarxa corresponent als parametres 6. Aquesta
parametritzacio ens permet definir un domini d’optimitzaci6 euclidia, al preu
que ara la funci6 per optimitzar és generalment no convexa:

minE (@), E(0):=E(¢p(0)). (15)
0cO

En aquestes condicions, una estrategia classica per atacar (15) és el metode
del gradient descendent (Cauchy, 1847). Comencant per un punt hg = ¢(60g) €
F arbitrari, considerem la iteracio

Ok+1 = Ok —nVE(6y), (16)

on VE és la primera variaci6 o gradient de E, i n > 0 és un parametre ajustable
corresponent al pas d’optimitzacio. Podem interpretar (16) geométricament
a partir de 'aproximacié lineal de E en un entorn de 6. Suposant que E és
B-regular [B-smooth]in < 71, tenim la majoracio

E(0) < E(0x) + VE(Ok) - (0 - 01) +n 1110 — 6,17,
la qual ens duu a reescriure (16) en forma variacional:

0.1 = argming E(0y) + VE(Oy) - (0 — 0x) + n~ 110 — 6¢]°. 17)
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L’algorisme, doncs, explota la regularitat local de E per definir un model
quadratic majorant la funcié, i trobar un punt en I'’entorn euclidia del para-
metre actual on es pugui reduir 'error. El meétode del gradient descendent
admet diverses generalitzacions en les quals no entrarem en aquest article, per
exemple, explotant aproximacions de segon ordre o generalitzacions en metri-
ques no euclidianes. Cal esmentar que en el cas convex, el metode del gradient
descendent gaudeix d’'una analisi matematica precisa, que permet garantir que
el métode, en la seva versié accelerada [138], és optim respecte a un model de
complexitat oracle que utilitza combinacions lineals de gradients passats [137],
en el sentit que la taxa de convergéncia ©(1/t2) no pot millorar-se. Per a més
detalls sobre el meétode, referim el lector a ’excellent monografia [34].

En el nostre context, el resultat crucial és que el metode del gradient descen-
dent permet trobar minims locale de E sense malefici dimensional: per a un er-
ror £> 0 donat, es requereixen ©(£~2) iteracions de gradient descendent (apro-
piadament modificat en presencia de soroll) per trobar un minim local aproxi-
mat a menys de & [97], on O(f) significa O(f) ignorant factors logaritmics.

Malgrat aquest comportament robust davant el malefici dimensional, el
metode del gradient descendent, tal com I’hem descrit a (16), és problematic en
aplicacions de gran escala, ja que cada actualitzacié dels parametres reclama el
gradient del risc empiric E, que depén de totes les dades. Aixo ha motivat una
recerca fructifera en metodes de gradient estocastic, comencant pel treball semi-
nal de Robbins i Monro als anys cinquanta, [163]. Sense entrar en detalls técnics,
el metode del gradient estocastic substitueix l'oracle del gradient [gradient
oracle] per un oracle estocastic: donat el punt actual 0, ’algorisme té accés a un
vector aleatori 0’ tal que '’esperanca condicional E(0'|0) = VE(0); dit d'una
altra manera, tenim accés a un estimador sense biaix del gradient de la funci6.
En el cas del risc empiric, aquest estimador s’obté avaluant el risc en un sol
punt, VR;(0),on R;(0) = [$(0,x;) — yil* +Ay($(0)), on p(0,x;) = $(0)(x;),
0 en un subconjunt petit de punts (mini-batch). En aquestes condicions, és
possible establir garanties sobre la complexitat d’iteracio similars a les del
cas determinista, de 'ordre de @ (ds~*) iteracions estocastiques per trobar un
minim local aproximat a menys de ¢ [97].

Mencionem en particular que, en el cas de les XN, una variant popular del
metode del gradient descendent considera passos de gradient adaptatius, on
I’hiperparametre n se substitueix per un pas adaptat a cada coordenada de 6.
Entre les diverses alternatives, la més popular és Adam [100], on el pas de
gradient es normalitza en cada coordenada a partir d’una estimacio de la norma
i es combina amb un component d’inércia [momentum].

En resum, en el régim on manipulem espais d’hipotesis amb graus de lliber-
tat enormes, sense cap altra estructura que la regularitat local de la parame-
tritzacio, el métode del gradient descendent estocastic es perfila com I'eina
canonica per aprendre, amb una complexitat d’iteraci6é redimida del malefici di-
mensional. Tanmateix, aquesta analisi només garanteix que és relativament
facil de trobar un minim local, no un minim global. Es possible certificar la con-
vergencia global del risc empiric en el context de xarxes neuronals? A I'apartat
segilient veurem que, en alguns casos, la termodinamica pot donar respostes
positives.
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4.2 Xarxes neuronals ultraparametritzades i nuclis tangents

El metode del gradient descendent (16) es pot interpretar com una discretitzaci6
d’Euler d’'una equaci6 diferencial ordinaria

0=-VE@©),

amb condici6 inicial aleatoria @(0) donada per una certa distribucié de proba-
bilitat definida sobre I’espai de parametres ©.

Aquesta equacio, anomenada flux del gradient, defineix una dinamica con-
tinua @(t) € ©,t > 0, en '’espai de parametres, que al seu torn genera una
dinamica en I'’espai funcional F definida per h(t) = ¢(0(t)); vegeu figura 8.
La regla de la cadena implica immediatament un flux de gradient equivalent
a F, donat per .

h =-X(t) - VE(h(t)), (18)

on X(t) :=D¢p(0(t))"D¢p(O(t)) és un canvi de meétrica anomenat nucli tan-
gent, que projecta el gradient funcional VE(h(t)) a I'’espai tangent de la varie-
tat F,ion D¢ (0) ésla derivada de ¢ en el punt 0. La dificultat per analitzar (18)
matematicament rau en la variacié temporal del nucli tangent K (t).

0 ¢ F=¢©)

/_\

D¢ (6(t))

(D) T(VE)

~_ VE(h(D)  fx

Dgp(ot)T

FIGURA 8: Algorisme del gradient descendent: relacions geometriques
i analitiques entre I’espai de parametres O i I’espai d’hipotesis F. En
general, f* esta fora de F.

De fet, la variacié temporal de K (t) es pot entendre geomeétricament com
la curvatura de I'espai de funcions F en un entorn del punt h(t). En el cas
que ¢ (0) sigui una xarxa neuronal com a I’equaci6 (7), un resultat important
de [95, 57, 56, 45] és que aquesta curvatura desapareix progressivament quan
la xarxa es torna més ampla, sota una certa normalitzacié dels pesos i, per tant,
K (t) — XK (0) uniformement en temps finit [95]. Per exemple, en el cas d’'una
Xarxa soma, si considerem

$(0,-) =

M3

1
N x(0;,-),

Jj=1
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on x(0,-) és la neurona definida a (6), i els parametres 6; es consideren
independents i identicament distribuits segons una distribucio g, el nucli
tangent esdevé

K(t)x,x'T=— > Vox(0;(t),x)Vex(0;(t),x")
Jj=1

1
m “
Lo

~uo[Vox(0,x)Vox(0,x")]

—

=K(x,x') (m— o).

En condicions for¢a generals [160], el nucli tangent a una amplada fini-
ta m es concentra uniformement cap a K, amb fluctuacions de ’ordre ~ J%
En aquest régim asimptotic m — oo, i considerant per simplificar el cas no

regularitzat E(h) = %Ilh — f*12, la dinamica d’entrenament se simplifica a

f=-KVE(f(t)) = -K(f(t)—f*),

que correspon a la dinamica lineal associada a un model de regressio lineal en
un espai de Hilbert generat pel nucli reproductor K. Aquests espais funcionals
(RKHS en anglés) son generalitzacions en dimensio infinita d’espais euclidians,
la qual cosa permet un estudi aprofundit i precis de les qiiestions d’aproximacio,
generalitzacio i optimitzacio. En contrapartida, aquests espais sofreixen del
malefici dimensional, com s’ha explicat a I’apartat 3.1.

Amb aquesta parametritzacio, les xarxes neuronals amples es comporten
doncs com a models lineals, caracteritzats per un nucli tangent que no es mou
de la inicialitzacio. Si bé aquest fenomen permet comprendre el perqué del bon
comportament del métode del gradient descendent, deixa un regust amarg, ja
que no explica matematicament els avantatges dels models no lineals definits
per les xarxes, ni permet evitar el malefici dimensional. Com veurem tot seguit,
és possible capturar els aspectes no lineals de les xarxes amb un model convex
—canviant la normalitzacio.

4.3 Limits termodinamics i xarxes somes com a sistemes de particules

Fixem-nos ara en el cas de les xarxes somes (una sola capa oculta) i considerem
una nova normalitzaci6 (en 1/m enlloc d’1/./m) dels pesos de la forma

1 m
¢(0,x) = — > x(0j,x), (19)
m -
Jj=1
on@ = (0q,...,0,) ilaneurona x(6,-): X — R és una funci6 parametritzada

per 6 € Q < R™. Per exemple, x(0,x) = aoc(x -b +c),amb 0 = (a,b,c) €
R x RY x R. Gracies a ’estructura particularment simple de les xarxes somes,
podem pensar la funcié ¢ com una mitjana de m funcions simples x(6;),
parametritzades per m particules 604, ...,0,, € Q. La visi6 parametrica d'una
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xarxa de neurones en termes dels seus pesos (o particules) correspon en
el llenguatge de mecanica de fluids a un model lagrangia del sistema, que
contrasta amb el model euleria, que expressa el sistema en termes de la densitat
de particules p, definida com una mesura de probabilitat sobre 1'espai Q.
Efectivament, podem reescriure (19) com

b x) = j@x(e,x)ume), 20)

prenent u = u™ com la mesura empirica associada a les m particules:
1 m
— > 80,(d0).
m =

u(m) (d@) —

La perspectiva euleriana permet abstreure’ns de 1'aspecte discret de les
xarxes somes, en el sentit que I'essencia de I’entrenament no és comprendre
la trajectoria especifica de cada neurona, siné la trajectoria de la funcié que
defineixen conjuntament quan en considerem un nombre m suficientment gran.
Matematicament, aixo correspon a ’exemple canonic de concentraci6 de la
mesura, la llei dels grans nombres, que diu que si cada neurona 6; s’inicialitza
independentment a partir d’'una llei p, aleshores la mesura empirica p
convergeix feblement a yp amb taxa 1/./m:

(m) L
| [ (0™ @) - oo | < Nt 1)
on 'esperanca és respecte de la mesura empirica, i g és una funcié de test
Lipschitz. Dit altrament, una xarxa soma ¢ (8, -), inicialitzada amb m parti-
cules independents idénticament distribuides 6; ~ po, s’aproxima a la funcio
de camp mitja [mean field] ¢ (uo,x) = Eg~yyX (6, x), amb unes fluctuacions
tipiques de I'ordre 1/./m, uniformement en x sobre compactes. Aixd no és més
que I'estimador classic de Monte Carlo. Veurem, seguidament, com aquesta
perspectiva de mostreig també permet incorporar ’aspecte dinamic d’entrena-
ment.
La densitat permet parametritzar funcions ‘F de forma lineal, com podem
comprovar a (20). En conseqiiéncia, I'alternativa euleriana de (15) és ara

min E[u):= E(¢p(y,-)), (22)
HEP(Q)

on P(Q) denota I'’espai de mesures de probabilitat sobre Q. Gracies a la conve-
xitat original de E i a la linealitat de (20), aquest problema és convex respecte
de u, contrariament a (15).

Malgrat aquesta bona noticia, 'optimitzacié del problema (22) no és trivial,
ja que la geometria de P(Q) que dona lloc a aquesta convexitat (la geometria de
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mixtures, en qué el punt mitja entre dues mesures p i v és la mixtura %( u+v))
no és compatible amb el metode de gradient descendent que es pot implementar
a la practica. Concretament, I’algorisme de gradient descendent, actuant sobre
els parametres de cada particula, defineix un operador proximal analeg al
de (17), pero amb una metrica de transport:

M1 = argmin{E (] + S L] - (1 — pc) + N Wo(u, ui)}, (23)

on Wr(u,u’) és la distancia de 2-Wasserstein entre dues mesures a P(Q),
i 0F és la primera variacié de F respecte a u. Similarment al cas euclidia,
aquest pas proximal admet un limit en temps continu, pero en aquest cas, en
lloc d’'una equaci6é diferencial ordinaria, obtenim una equaci6 en derivades
parcials que és, en terminologia fisica, I'’equacié de continuitat de massa en un
transport de mesura ([126, 168, 44, 180]):

Ot = div(VOE (L) - tg). (24)

Aquest formalisme permet obtenir garanties d’optimitzaci6é en xarxes somes
arbitrariament amples [44, 167], malgrat el fet que el funcional no és convex
per desplacaments, juntament amb cotes de generalitzacié sense malefici di-
mensional [10]. Tanmateix, aquestes garanties d’optimitzacio son valides en
el limit termodinamic, també dit de camp mitja [mean field], on I'evoluci6 de
la mesura comenca a o i no en la seva versio empirica ™. De la mateixa
manera que tenim una llei dels grans nombres (i també un teorema de limit
central), a la inicialitzaci6 (vegeu equacio6 (21)) les trajectories que comencen
apoip™, diguem-ne p i uim), es poden acotar, sota determinades condicions,
de manera que conservin la taxa de convergéncia feble en 1/./m uniformement
en temps [43].

En resum, la visi6 euleriana de les xarxes somes permet identificar una
estructura matematica robusta, a més d’estudiar el problema d’optimitzaci6
amb eines de transport de la mesura i mecanica estadistica. Malgrat que les
garanties d’aprenentatge son encara qualitatives (el nombre de neurones ne-
cessaries per garantir optimalitat en el cas general segueix sent exponencial
en la dimensi6é ambient), les eines permeten ser optimistes sobre una teoria
matematica de xarxes somes. Les extensions a xarxes més profundes s’han
comencat a estudiar [154, 60], aixi com en problemes amb simetries [223], o
problemes d’optimitzacié competitiva en jocs de suma zero [54].

5 Generalitzacio

Un AA té una bona capacitat de generalitzacio6 si la hipotesi h € F que escull
difereix poc de I'expert que ha produit els exemples, és a dir, si el defecte L(h)
és petit. Com es pot garantir aquesta condicio si 'AA només coneix els exem-
ples D i, d'una manera o altra, I'espai F? El problema pot semblar impossible
si tenim en compte que D sempre és finit, que el malefici dimensional sempre
sotja totes les cantonades i que F, per regla general, és infinit.
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Si té solucio, quina forma podem esperar que tingui un enunciat sobre la
capacitat de generalitzaci6? Ates que es tracta de trobar una fita de L(h) en
funci6 del que coneix ’AA, podem esperar una expressio d’aquesta fita en quée
intervingui el risc empiric de h, Ly (h), la mida de D, n, i alguna mesura de
la cabuda o riquesa de F, que en abstracte podem denotar Cab(F). A més,
I’enunciat ha de ser necessariament probabilista, la qual cosa vol dir que la
fita sera valida amb una certa probabilitat, que, com és costum, expressarem
com una confianca > 1 — § per a un valor § petit prefixat. En resum, per
aquesta via, que és la usual en aprenentatge estadistic, tindrem expressions de
la forma L(h) <s Lp(h) + Fun(Cab(f),n, ), on <s vol dir amb probabilitat
almenys 1 — 6 relativament a les mostres D i on Fun és una certa funci6 dels
arguments Cab(’F), n i 6. El resultat que segueix és un exemple per illustrar
aquest procediment.

TEOREMA 4 ([176, COROLLARI 4.6]). Suposem que ‘F és un conjunt finit d’hipo-
tesis binaries. Llavors, per a qualsevol 6 > 0,

. In|F|+In2
L(h) <5 Lp(h) + T&

Veiem que podem interpretar que Cab(F) = |F|. El resultat ens diu que la
generalitzacié augmenta si la minimitzaci6 del risc empiric ens assegura que
Lp(h) és petit i que n és prou gran perqueé el segon sumand de I’expressio
també sigui petit.

L’alternativa és expressar la relacio L(h) <s Fun com una fita inferior de n
(complexitat de la mostra). Per exemple, el teorema anterior es pot expressar
dient, amb les mateixes hipotesis, que |L(h) — Lp(h)| <s € si

n>$<ln|f|+ln%). (25)

Cal remarcar que (25) i, per tant, el teorema 4, es poden millorar en el cas
realitzable, és a dir, quan f* € F. En efecte, en aquestes condicions es pot
establir una fita lineal en £~ ([176, corollari 2.3]):

1 1
n>g<ln|_’]?|+ln5). (26)

Tanmateix, els espais d’hipotesis sén habitualment infinits i 'estudi de la ge-
neralitzacioé que es pot aconseguir és més sofisticat, ja que cal introduir nocions
apropiades de Cab(F) i establir fites superiors de L(h) o inferiors de n que
assegurin la generalitzacié amb confianca 1 — §. En aquesta secci6 introduim di-
verses nocions de cabuda d’un espai d’hipotesis F. La de Vapnik-Chervonenkis
(VQ), introduida com un index a [203, §1], val per a hipotesis binaries i no
depeén de la densitat de probabilitat P sobre X, un fet que s’expressa dient que
és una noci6 agnostica. N'hi ha bones exposicions en molts textos, com ara [4],
[108] 0 [176], i li dediquem I’apartat 5.1. El segon apartat, 5.2, el destinem a
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I'anomenada dimensio de Pollard (Pol), introduida a [158], que és similar a la VC,
pero sense la restriccié a valors binaris, i el tercer apartat, 5.3, el dediquem
a I’anomenada dimensio de Rademacher (RAD). Aquest concepte (exposat en
detall a [176, capitol 26]; vegeu també les notes [12]) no és agnostic i aixo fa,
com veurem, que usualment permeti assolir fitacions millors de les quantitats
que ens interessen. Finalment, a ’apartat 5.4, anotem diverses comparacions
entre les tres nocions de cabuda que acabem d’esmentar.

5.1 La dimensié VC

Mirem primer el cas d’'un espai F d’hipotesis binaries h: X — {0, 1}, que podem
identificar a subconjunts de X: h < h=1(1) = 1px)=1. Diem que F disgrega
[shatters] un conjunt finit Z C X si tota funci6 binaria de Z és la restriccio
d'una h € ¥. La dimensio (o cabuda, o capacitat) de Vapnik-Chervonenkis de F,
denotada VC(F), es defineix com el maxim cardinal d'un subconjunt finit Z C
X disgregat per ¥, si aquest maxim existeix, o o altrament. Veiem, doncs, que
VC és un concepte purament combinatori. En termes del calcul practic, en el
cas de cabuda k finita normalment es pot exhibir un Z de cardinal k disgregat
per 7 i provar tot seguit que cap subconjunt de cardinal k + 1 ho pot ser. En
el cas de capacitat infinita, s’ha de mostrar que per a tot k € N hi haun Z de
cardinal k disgregat per ¥.

EXEMPLES. (1) Sigui X = R i F el conjunt de semirectes positives [a, o), a € R.
Llavors VC(/F) = 1. En efecte, donat Z = {z}, z € X, hi ha semirectes que el
contenen i d’altres que no, de manera que Z és disgregat per F. Per contra, si
Z ={z,Z'} C R, z < Z’, una semirecta que contingui z també conté z’ i, per
tant, Z no pot ser disgregat per F.

(2) Encara a R, considerem el conjunt ¥ d’intervals tancats. Llavors VC(F) = 2,
jaquesiZ = {z,z'} com en I'exemple anterior, hi ha intervals tancats disjunts
de Z, d’altres que el contenen, i encara d’altres que contenen z i no z’, i
viceversa. En canvi, si Z = {z,z',z""}, z < 2z’ < z”, no hi ha cap interval tancat
que contingui z i z" i no contingui z’, de manera que cap Z de cardinal 3 pot ser
disgregat per ¥. Adonem-nos que en I'’exemple (1) tindriem també capacitat 2
si a més de les semirectes positives consideréssim alhora les negatives.

(3) Sigui F l'espai dels semiplans del pla X = R2. Un conjunt Z de tres punts
no alineats de X és disgregat per F, ja que per a tot subconjunt Z’ de Z hi ha
semiplans h tals que h N Z = Z'. Per altra banda, cap conjunt de quatre punts
distints de X pot ser disgregat per F. En efecte, podem suposar que no n’hi ha
tres d’alineats, ja que un semipla que conté els dos extrems d’'un segment conté
qualsevol altre punt d’aquest segment. També podem suposar que cap dels
punts és interior al triangle format pels altres tres, ja que llavors aquest punt
automaticament pertany a qualsevol semipla que contingui el triangle. I si els
quatre punts formen un quadrilater convex, no hi ha cap semipla que contingui
els extrems d’una diagonal i exclogui els extrems de I’altra diagonal. En resum,
cap conjunt de quatre punts pot ser disgregat per ¥ i, aixi, VC(F) = 3.
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(4) L’exemple anterior és valid en qualsevol dimensié d > 2: la capacitat
del conjunt ‘F de semiespais de R% és d + 1. La part més senzilla és trobar

un conjunt Z de d + 1 punts disgregats per ‘F. Sigui Z = {z9,z1,...,24}, on
zp és l'origen i z; el punt unitat sobre el j-ésim eix de coordenades. Sigui
10,1,...,d} = AU B una particio arbitrariai posem w;j =1sije Aiw; = -1

si j € B. Llavors el semiespai definit per I'hiperpla d’equacié h(x) = wy/2 +
wix1 + - - - + wsxg = 0 conté (exclou) els punts z; pera j € A (j € B), ja que
h(zp) = wo/21h(zj) = wo/2 +wj peraj> 0, don es desprén que h(z;) té el
mateix signe que w; per a tot j. La part que queda (que cap conjunt de punts Z
de cardinal d + 2 pot ser disgregat per F) és una conseqiiéncia del fet que
existeix (lema de Radon) una particié Z = Z' 1 Z"” talque [Z']n [Z"] # &, on
posem [Z']i[Z"] per denotar les envolupants convexes de Z' i Z”': si hi hagués
un semiespai que separés Z' i Z"', aquest semiespai també separaria [Z']i[Z"].

(5) La capacitat de la familia de poligons convexos de ¥ o menys costats és 27 +1.
En efecte, sigui Z un conjunt de 2 + 1 punts sobre una circumferéncia i fem-
ne una particié Z = Z' u Z"”. Si |Z'| < r, el poligon convex amb vértexs Z’
esta contingut a la circumferencia i, per tant, exclou els punts de Z”. Si en
canvi |Z"| < 7, llavors podem construir, a partir de les tangents a la circum-
feréncia en els punts de Z”’, un poligon convex de |Z"’| vertexs que inclou Z’
i exclou Z'": basta desplacar les tangents esmentades un infinitésim envers
el centre. Aquests arguments es poden modificar facilment per establir que
els poligons convexos d’exactament ¥ costats també tenen capacitat 27 + 1.
Finalment, és clar que els poligons convexos, sense condicions sobre el nombre
de costats, tenen capacitat .

El paper de VC en el problema de la generalitzacio queda pales en el teorema
seguent.

TEOREMA 5. Considerem k = VC(F) i suposem k < oo. Llavors tenim:

) Lth) <5 Enh) +0 (W)

Alternativament, n = O(E%(k +1n(1/6)) assegura |[L(h) — Lp(h)| <s &.

(2) Sih € F satisfa Lp(h) = 0, llavors n > %(kln(lG/s) +1In(2/6)) garanteix
L(h) <s €. Remarca: 'expressio de la fita inferior de n és O(% In(1/¢e) +
+In(1/6)).

En termes del cost, L(h) <s O(%(kln(n/k) +1n(1/6)) siLp(h) = 0.

Per acabar, anotem queé passa quan VC és « (cf. [176, teorema 6.6].

TEOREMA 6. Per a una classe ‘F d’hipotesis binaries tal que VC(F) = o existei-
Xxen oracles que cap algorisme pot aprendre.
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5.2 La dimensioé de Pollard

Suposem que Y = [0,K] € R, K > 0, de manera que F és un conjunt de
funcions h: X — [0,K]. Sigui X = {x1,...,Xn} un subconjunt de X. Diem que
F disgrega X amb testimonis ti,...,t; € R si per a tot subconjunt X’ de X
existeix una funcio h € F tal que h(xj) < t; o h(x;) > t; segons que xj € X’
0oX j é X'.

La dimensio de Pollard de F, que denotarem Pol(F), és el maxim cardinal
d’un subconjunt X de X que F pot disgregar. En el cas binari, Y = {0,1},
clarament tenim Pol(/F) = VC(F). Un altre exemple és la igualtat Pol(F) =
dim(F) si F és un espai vectorial de funcions reals de dimensi6 finita.

Amb les notacions anteriors, posem p = Pol(F) i sigui D ~ P", és a dir, un
subconjunt de n elements de X extrets d’acord amb la distribucié P de manera
independent. Llavors tenim:

TEOREMA 7 (POLLARD, 1984). Per a totah € F,

Ep(h) — ExplhO)] <s K. |22 + k. /Ll
n p 2n o

2
8K2

Alternativament, |Lp(h) — Ex-p[h(x)]| <5 € peran = Sg—liz(pln - iln%).

5.3 La complexitat de Rademacher

Aquesta noci6 es pot definir per a una familia f de funcions h: Z — [a,b] C R,
en qyé (Z,P) ésun espai de probabilitat, i el seu proposit és calibrar la capacitat
de F d’encaixar un cert soroll aleatori. En I’aplicaci6 al model basiC,N tindrem
Z =X xY, amb P(g) = P(x,y) = P(y|x)P(x) = Px(y)P(x),1i F sera la
familia de funcions h: X x Y — R, h € F, definides per la relaci6 (el defecte
puntual £ s’ha introduit a 'apartat «Defecte», pagina 17):

h(x,y) =L(h(x),y). (27)

En realitat hem de considerar dues nocions de complexitat de Rademacher:

RADZ(f), on z = {zi1,...,Zx} €s una mostra donada (z; ~ P), i RADn(f).
La segona és la complexitat de Rademacher (per a mostres de longitud n) ila
primera, la complexitat de Rademacher empirica (relativa a una mostra z). Per
definir-les, ens cal introduir les variables de Rademacher o = 01,...,0, a fi
de representar un soroll binari aleatori. S6n variables aleatories independents,
una per a cada dada de la mostra, a valors {—1, 1} equiprobables.
_ Lacorrelacio d’'una mostra d’aquest soroll amb els valors h(z) = h(z1),...,
h(z,) l'expressa el producte escalar o - h(z). Per tant, SUPjc# O h(z)/n
expressa la millor correlacio que es pot obtenir, en mitjana sobre la mostra,
amb funcions de f . Amb tot aix0, ja podem definir les dues complexitats de
Rademacher:

U'h(Z)] i RADn(F) = Ez-pn[RADz(F)].  (28)

RAD, (ﬁ) = ko |:SuP
hef
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TEOREMA 8. Peratotd > O itotah e }N“, es compleixen les desigualtats

2

E.-p[(2)] <5 Lo(h) + 2RAD,(F) + 3, In 15 (29)
ln%

E.-p[i(2)] <s L2 (R) + 2RAD, (F) + 5 (30)

Si particularitzem els resultats anteriors al cas del model basic, via la
introducci6 de I'espai F associat a ‘F explicada al principi d’aquest apartat,
obtenim:

TEOREMA 9 (FITACIO DE RADEMACHER). Sigui F un espai d’hipotesis i D un
conjunt de dades empiriques. Llavors per a tota h € ‘F es compleix la desigualtat

In(1/96)

L(h) <5 Lp(h) + 2RAD, (F) + o

(31)

Si abstraiem el paper de h(z) € R" mirant-lo només com un vector a € R",
podem definir RAD(A) = Eg[supgcq Z2] per a tot subconjunt A de R", una
nocié que facilita I'establiment de propietats de RAD.

TEOREMA 10 (FITA DE RAD). Sigui A C R" finit i L = sup,c4 lla — all, on a és el
baricentre de A. Llavors

Ly2In|A|
—

RAD(A) < (32)

Si F és una classe d’hipotesis binaries tal que VC(F) = k, i D ~ P™, llavors

2kInn

RADp (F) < =

(33)

Escau comentar aqui que trobar bones cotes de la complexitat de Radema-
cher en xarxes neuronals és actualment un front actiu de recerca.

5.4 Ramificacions

Fem primer una ullada a fitacions per altres vies; després, a fitacions no uni-
formes, i, finalment, a una qiiestié6 que considerem especialment important:
el fenomen anomenat de doble descens que es manifesta en ’entrenament
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de xarxes neuronals profundes i que refuta la comprensié convencional del
capmas entre I'error d’entrenament i I'error de generalitzacio (figura 1).

Fitacions per altres vies Es poden obtenir cotes de generalitzacio per altres
vies, com ara emprant nocions d’estabilitat algorismica [27]. Aquestes nocions
es basen en I'andalisi de sensibilitat, que tracta de quantificar la repercussio en
la sortida d’un sistema d’una variacio en I’entrada amb el proposit de poder
dissenyar sistemes resilients enfront de sorolls pertorbadors de I’entrada. Per
a l'estat de I’art sobre les cotes obtingudes amb aquests plantejaments, tenim
I'article recent [28], que a més obté cotes inferiors de I'error de generalitzacio i
cotes superiors substancialment millors que les conegudes.

Fitacions no uniformes Les dimensions VC (agnostica respecte de la distribu-
ci6 P que regeix la generacio de dades) i RAD (que depén de P) tenen un caracter
uniforme en la bola ‘Fs, una condicié que comporta certes limitacions, [134], i
que correspon al ritme estadistic O(1/./n) de generalitzacio.

En situacions més favorables, és possible substituir aquesta analisi uniforme
per una analisi més refinada basada en la complexitat local de I'’espai d’hipotesis
a I’entorn de la soluci6é de 'ERM regularitzat, culminant en un ritme rapid [fast
rate] O(1/n) en el cas de certs espais de nuclis gaussians, [16]. Aquesta analisi
refinada també es pot aplicar en models de regressio esparsa [208].

La paradoxa del doble descens Un altre aspecte «pessimista» de les cotes de
generalitzacio6 vistes fins ara és que son agnostiques a I’algorisme d’optimitza-
ci6 utilitzat. La importancia de considerar també aquest aspecte s'illustra amb
la paradoxa del «doble descens». Esquematitzada a la figura 9, és un fenomen
que exemplifica el contrast entre la comprensié convencional de ’'anomenat
compromis entre complexitat de l'espai d’hipotesis i la taxa d’aprenentatge
[bias-variance trade-off] [176, capitol 5] i el que en els darrers anys ha revelat
I’experimentacié amb xarxes neuronals profundes [134, 23, 22]. El compro-
mis en qliestié procura equilibrar el subaprenentatge i el sobreaprenentatge
escollint un model que sigui prou expressiu per poder extreure I’estructura
rellevant de les dades, pero també prou simple per no arreplegar-ne detalls
espuris. Segons aquesta percepcio, les xarxes neuronals amb moltes neuro-
nes (o ultraparametritzades) estarien descartades, ja que I’elevat nombre de
parametres de qué depenen permet que puguin memoritzar totes les dades
d’entrenament i, a causa d’aix0, la seva capacitat generalitzadora hauria de ser
molt baixa o nulla. Tanmateix, la practica mostra que efectivament es poden
ajustar amb exactitud a les dades d’entrenament i ensems tenir una capaci-
tat de generalitzacié que, de fet, augmenta amb la complexitat de la xarxa
profunda. Per sort, I'entrellat de la paradoxa s’ha explicat facilment a [126]
mitjancant la teoria de matrius aleatories, un article remarcable en qué també
es posa de manifest que 'algorisme d’optimitzacié té un paper fonamental
de regularitzaci6é implicita de ’'ERM, cosa que també explica (per a models
tractables com ara els models lineals generalitzats) la bona generalitzacio de
les xarxes neuronals ultraparametritzades.
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FIGURA 9: Adaptacio de la figura 1 de [22], tenint en compte també els
grafics de [126]. a) Aquest grafic és semblant al de la figura 1, pero aqui
a I'eix horitzontal hi ha la capacitat de ‘F. Representa una descripcié que
regeix quan el nombre de parametres de les funcions de F és inferior al
nombre de dades disponibles en ’entrenament: en augmentar la capa-
citat, 'error d’entrenament disminueix monotonament, pero I'error de
generalitzacio, mesurat usant dades de test, primer disminueix i a partir
d’un cert valor, que separa el subaprenentatge del sobreaprenentatge,
augmenta. b) Representa el comportament extraordinari, i paradoxal
a simple vista, que apareix quan el nombre de parametres supera el
nombre de dades d’entrenament: ’error de generalitzaci6 torna a dis-
minuir a partir del pic que separa els dos régims, fet que possibilita
un aprenentatge practicament perfecte de les dades d’entrenament i
ensems una capacitat de generalitzacié que augmenta amb el nombre de
parametres.

Serveixi, com a cloenda de la secci6, una citacié6 de Donoho a I’article [55],
ja esmentat, sobre les «benediccions de la dimensionalitat», que «s6n menys
ampliament percebudes, pero inclouen el fenomen de la concentracié de mesura
(aixi anomenat en la geometria dels espais de Banach), la qual cosa significa
que certes fluctuacions aleatories estan molt ben controlades en altes dimen-
sions, i també I'exit dels metodes asimptotics, ampliament usats en estadistica
matematica i en fisica estadistica, les quals coses suggereixen que es poden
fer afirmacions en escenaris de dimensions molt elevades que resulten massa
complicades en dimensions moderades».

6 Altres models i problemes oberts

Hem anat veient que I’AA té relaci6 amb diversos dominis, particularment
de matematiques i estadistica, pero també d’algorismia i complexitat, fisica
matematica, o0 combinatoria. Aixo subratlla el seu caracter transversal i multi-
disciplinari, pero aquesta llista es pot estendre amb d’altres dominis que poden
oferir oportunitats importants per a la recerca, sigui teorica o aplicada. En el
proper apartat, 6.1, s'indiquen breument algunes de les connexions que ens
semblen més rellevants. Els dos apartats segiients es dediquen a la consideracio
una mica més aprofundida de la relacié6 amb el problema general d’incorporar
explicabilitat als AA, apartat 6.2, i amb I’'area de les XN algebrogeometriques,
apartat 6.3. En el darrer apartat, 6.4, s’indiquen algunes qiiestions obertes o
que haurien de meréixer més atencio.
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6.1 Connexions

La tria d’aquest apartat fuig de la mera curiositat i en canvi es fixa en linies que
aporten una comprensié més plena de I’AA i son rellevants per a indagacions
futures.

Teoria de la informacié Potser el tractat [119] és el que representa millor
aquesta connexio, ja que la seva resposta a la pregunta de per queé és beneficios
unificar la teoria de la informacio6 i I'AA és que «sén dues cares d’una mateixa
moneda». I afegeix: «Els cervells son 'apex dels sistemes de compressio i
comunicacio, mentre que els algorismes d'ultima generaci6é per a la compressio
de dades i per als codis correctors d’errors utilitzen les mateixes eines que
I'aprenentatge automatic».

Dels aspectes més concrets, destaquem les contribucions de Naftali Tishby
i collaboradors en el que anomenen «meétode/principi del coll d’ampolla de la
informacié» [information bottleneck method/principle]. Introduit a [193], és
aplicat a ’AA profund a [194] i [177]. El treball més recent que hem trobat en
aquest sentit, [157], és en collaboraci6é amb Z. Piran i R. Shwartz-Ziv, i el seu
objecte és introduir el que anomenen un «coll d’ampolla dual».

AA amb dades generades matematicament El treball [111] és paradigmatic
d’aquesta connexio i suggereix possibilitats insospitades fins ara. Una de les
idees que hi trobem és generar aleatoriament una mostra gran d’expressions
matematiques f, en un format apropiat, i formar la llista de parells (f’, f), on
f' ésla derivada de f (relativament facil de calcular mitjancant algorismes ben
coneguts). L’AA ha de predir les f a partir de les . Els autors expliquen el que
han descobert aixi: «<Les XN tenen fama de resoldre millor problemes estadistics
o numerics que efectuar calculs o manipulacions simboliques. En aquest article
demostrem que els AA poden ser sorprenentment bons en tasques matemati-
ques més elaborades, com ara la integracio simbolica i la resolucio d’equacions
diferencials. Proposem una sintaxi per representar problemes matematics i
metodes per generar grans conjunts de dades que es poden utilitzar per en-
trenar models de seqiiéncia a seqiiencia. Aconseguim resultats que superen els
sistemes comercials d’algebra simbolica com Matlab o Mathematica». El més
sorprenent és que ’AA no coneix cap teoria de la integracio ni cap regla de les
que aprenem en els primers cursos d’analisi.

Destaquem també uns treballs de Yang-Hui He i collaboradors que obtenen
resultats analegs en altres dominis: [81] (una monografia sobre qiiestions
plantejades per la teoria de cordes, i, especialment, de geometria algebraica
i enumerativa), [82] (estructures algebraiques), [2] (teoria de nombres i la
conjectura de Birch-Swinnerton-Dyer) i [83] (dirigit a esbrinar el comportament
de ’AA en qiiestions relatives a 'estudi de grafs finits, els autors escriuen que
«les XN poden realitzar, amb alta eficiéncia i precisio, multitud de tasques
que van des del reconeixement de la condicio de planitud Ricci d'un graf, fins
a la predicci6é de la bretxa espectral o la deteccio de la presencia de cicles
hamiltonians»).
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També encaixen perfectament en aquest punt els treballs [48] i [110]. Aquest
darrer considera XN en grafs i ofereix una perspectiva de com es poden tractar
amb AA.

AA en fisica Els fisics també estan interessats en I'impacte dels AA en el
seu treball. Alguns, com [214], cerquen un «fisic artificial» que pugui aprendre
sense supervisio. En una linia similar trobem [94].

En canvi [41] ofereix una extensa panoramica de les connexions entre les
ciencies fisiques i 'AA. En aquest sentit és oportu tenir en compte la iniciati-
va [101] del Departament d’Energia dels Estats Units de crear un versio quantica
d’Internet, la qual cosa veiem com un estimul més per seguir indagant en ’AA.

6.2 Causalitat i AA explicables

En aquesta connexio, al davant cal posar les idees de Judea Pearl, explicades
detalladament en llibres com ara [145] (que en particular conté el remarcable
algorisme de propagacié de creences en grafs), [146] (art i ciéncia de causes
i efectes) i [147] (els fruits madurs de la recerca de I'autor durant més de
dues décades, un tractat sobre els fonaments de la causalitat). Com a text
complementari, aparegut després de la primera edici6 (any 2000) de [147],
vegeu [181] (remarcable per la seva claredat i concisio) i [68] (un breu article
d’analisi de I’'area des del punt de vista de les ciencies socials: «Tot es complica
quan movem el focus del que al que passa sii al per que»).

Seguim encara amb J. Pearl i alguns treballs fonamentals apareguts en els
darrers cinc anys: [148] (causes dels efectes i efectes de les causes), [149] (una
apreciacio de Trygve Haavelmo com un dels iniciadors dels calculs causals),
[199] («En contrast amb els enfocaments dels llibres de text com la maximitza-
ci6 de I'esperanca i el metode del gradient, el nostre procediment és no iteratiu,
produeix estimacions de parametres de forma tancada i elimina la necessitat
d’inferéncia en una xarxa bayesiana») i [14] (sobre els problemes que comporta
la fusio de dades en relaci6 amb la causalitat). Finalment, dues peces forca
diferents pero aclaridores: [150] (discuteix set obstacles a 'AA des del punt
de vista de la causalitat) i [151] (una presentaci6 relativament informal del
seu pensament madur). Afegim el text [153] (introducci6 a la inferéncia causal
i fonaments dels AA), que el gran nombre de citacions de treballs de Pearl
confereix un caracter de reconeixement a aquest investigador.

Explicabilitat D’aquest tema, estretament relacionat amb la causalitat i amb
la interpretabilitat, seleccionem uns pocs treballs recents que el tracten des de
diversos punts de vista i que ens semblen entrades recomanables per iniciar-se
en el seu estudi: [59, 218, 8, 7, 66].

6.3 Xarxes neuronals algebrogeomeétriques

Les quantitats x i w del model de neurona que hem considerat a I’apartat 2.3
son numeros reals. Pero podem imaginar que siguin entitats d'una estructura
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algebraica A suficient per garantir que 'expressiéo x - w = xjw; + - - - +
XnWy, 1 una funcié d’activaciéo o: A — A, tinguin sentit. Per exemple, A
pot ser una algebra real de dimensi6 finita, i o, ’aplicacié d’'una sigmoide
ordinaria que actua component a component (respecte d'una base prefixada
de l'algebra). Arribem aixi al concepte A-neurona i, connectant neurones tal
com hem fet a 'apartat esmentat, a la nocié A-xarxa neuronal, o A-XN. Una
altra generalitzacié consisteix a substituir x i w per estructures de dades més
generals, com ara A-tensors [arrays], i el producte x - w per una operacié x * w
apropiada. Entre aquestes operacions, les més usades son certs productes
bilineals, com ara la convolucid, i també no lineals, com ara el max-pooling.

Aixi doncs, les neurones i xarxes neuronals usuals s6n R-neurones i
R-xarxes neuronals. Més enlla dels niimeros reals, entre els casos concrets
més immediats d’algebres A podem esmentar C (nimeros complexos), H (qua-
ternions), O (octonions), una algebra de matrius R(n) o una algebra geome-
trica G = Gy de signatura (7, s). Per simplificar la terminologia, parlarem de
xarxes reals, complexes, quaternioniques (XNQ), octonioniques, matricials i
geometriques (XNG), respectivament.

La ra6 d'usar algebres geometriques és que el seu formalisme esta opti-
mament adaptat a expressar els fets geometrics de qualsevol espai geomeétric
lineal, és a dir, d’'un espai vectorial real E = E, ; dotat d’'una metrica de signatu-
ra (v, s). La manera més directa d’'introduir 1'algebra geométrica G, ; d’aquest
espai, i ensems més propera a les idees en qué W. K. Clifford (1845-1879) es va
basar per a la seva creacio, és que 'algebra exterior AE, ¢ admet un producte
bilineal associatiu (batejat com a producte geomeétric pel mateix Clifford) tal
que

xx'=x-x"+xnx", x,x €E, (34)

és a dir, que amalgama els dos productes (interior i exterior) introduits per
Grassmann (vegeu [216] per a una presentacio detallada d’aquesta aproximacio,
que inclou també el tractament dels espais geometrics no lineals, o [215,
capitol 3] per a una presentacié axiomatica). Aixi podem pensar G, s com
I’algebra exterior enriquida amb el producte geometric (aquesta estructura
també es coneix com a dlgebra de Clifford). Es clar, doncs, que té dimensio 2",
onn =71 + s = dimE. Adonem-nos que 'equaci6 (34) mostra que la graduacio
lineal de G, s, que de fet és una graduacio respecte del producte exterior, no
ho és respecte del producte geometric. Pero la descomposicié G = G" & G~
en components de graus parells (G*) i senars (G~) és una graduacié modul 2
també respecte del producte geométric (en darrera instancia aixo es deriva de
I’equacio6 (34), en la qual el producte de dos vectors es resol en un escalar, que
té grau 0, i un bivector, que té grau 2). En particular, G* és una subalgebra.
Els isomorfismes G1o ~ R @& R, Go,1 = G = C, G20 = R(2) 0 Go2 = G5 = H,
facils d’establir directament, son de fet exemples d'un ordit general, com podeu
trobar a [215]. D’aquests isomorfismes, els que connecten més estretament
I'algebra amb la geometria son C = G;, =~ CiH = G5, =~ H en el cas del
pla i espai euclidians, respectivament (de C i H direm que séon els niimeros
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complexos i els quaternions geomeétrics, puix que emergeixen directament de la
geometria i no d'una definicié ad hoc com la usual per introduir C i H). Per a
mostres de diverses aplicacions de G, vegeu [215, 112] i les seves bibliografies.

Tot seguit aportem algunes referéncies generals sobre diverses XN algebro-
geometriques, amb uns comentaris breus. Per a consideracions més detallades
sobre aquestes i altres referencies, vegeu [217].

Xarxes neuronals complexes Potser laidea més important d’aquestes xarxes
és que poden explotar les propietats de la fase dels nimeros complexos. A
I'inici de I'estudi d’aquestes xarxes destaquen els treballs de Hirose i la seva
escola, molt enfocats al tractament del senyal, amb reculls com [85] (2003) i
tractats com [141] (2009) o [86] (2012; una segona edicioé d’un llibre del mateix
titol i autor publicat el 2006), i la collecci6 de deu articles aplegats a [87] (2013),
dels quals sobresurt el primer, pel mateix Hirose (I'editor del volum), amb
el titol Application fields and fundamental merits of complex-valued neural
networks. Al mateix cercle pertany el text [1], que illustra amb experiments
grafics molt convincents el valor de tenir en compte la fase.

Més recentment tenim [75] (2016), sobre xarxes complexes convolutives;
[159] (2017), enfocat a la classificacié d’imatges; [196] (2017), on I’émfasi rau en
les xarxes profundes, i [129], que aporta una valoracié de les xarxes complexes
en tasques de classificacié de senyals reals. Finalment esmentem [198], en el
qual és palesa la significacidé de les xarxes complexes des d’altres punts de
vista, particularment el de I’AA profund, un «terme paraigua per a tecniques
emergents que intenten generalitzar models neuronals profunds (estructurats)
a dominis no euclidians com ara grafs i varietats».

Xarxes quaternioniques L’interés d’aquestes xarxes prove de la relacio que
tenen els quaternions (geometrics, si us plau) amb el grup de rotacions de
I’espai euclidia ordinari, una relaci6é especialment diafana en termes de H, ja
que l'expressio h(x) = hxh, h € Hno nul, és un vector si x és un vectori h és
una semblanca de ra6 |h|? (una rotacio si h és unitari). Una altra ra6 és que els
quaternions tenen tres fases i que aquestes fases es poden usar per extreure
informaci6é valuosa dels senyals que s’han de processar.

La recerca en XNQ també ve de lluny, fins i tot abans que la de les xarxes
complexes. Remetem a [29] i [88] per a informacié historica rellevant relativa
al que s’anomena analisi de Clifford, sobretot en relacié amb transformades
de Fourier i d’ondetes en un context quaternionic i en la seva generalitzacio
al context geometric. En el tema més concret que ens ocupa, a I’origen hi ha
Gerald Sommer i els seus collaboradors: [38] (1998, generalitzaci6 dels filtres
de Gabor) i [36] (2000, generalitzacio del perceptré multicapa). La memoria [42]
presenta una teoria d’ondetes quaternioniques «per a I’analisi i processament
d’'imatges» i [92] (2009) és una panoramica de les propietats i aplicacions de
les xarxes quaternioniques fins aquell moment.

A la darrera decada, la recerca en XNQ ha prosseguit tant en el front aplicat
com en el teoric. L’article [93] s’ocupa del perceptré multicapa quaternionic.
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A [103] s’investiguen les XNQ de Hopfield i la seva invariancia per rotacions.
En els treballs [142] i [143], les XNQ s’apliquen a la comprensioé del llenguatge
parlat. Les XNQ profundes s’estudien a [67] i les convolutives, a [222]. Fi-
nalment [219] presenta una versié quaternionica de les xarxes de capsules
adrecada a processar nuvols de punts de I’espai ordinari, i a [130] s’introdueix
una XNQ que ofereix invariancia per contrast i sensibilitat als angles de rotacio.

Xarxes geomeétriques Curiosament, I’estudi de les XNG va comencar fins i
tot abans que el de les XNQ, com per exemple a [152], i G. Sommer en fou un
impulsor a principis del millenni amb treballs com ara [182], en qué desenvo-
lupa els fonaments teorics que li serveixen per a problematiques com la visi6
artificial i la robotica, [37], dedicat a una G-versioé del perceptr6 de capes multi-
ples, [61]1i [39], que desenvolupen la noci6é de senyal monogénic. Una culminacié
d’aquests esforcos és la tesi de Sven Buchholz, [35], que s’ha de considerar, com
indica el seu titol, una teoria de la computacié neuronal amb algebres geome-
triques. Com a mostra d’aplicacions, citem [162] (segmentacio d’imatges), [20]
(vectors de suport en el context geometric), els volums [18] (computaci6 geo-
metrica per a transformades d’ondetes, visio artificial, aprenentatge, control
i accio) i [21] (computacié geometrica en enginyeria i informatica), [63] (Us
de l'algebra geometrica per a la deteccié de vores en imatges en color), [99]
(tecniques d’optimitzacioé en estimacié geometrica), [155] (métodes d’agrupacio
basats en l'algebra geometrica conforme G4 1) i [209] (tractament d’imatges
multiespectrals amb algebra geometrica). Acabem amb [19], el primer volum
del que ha de ser un tractat sistematic d’aquests desenvolupaments.

Altres xarxes algebrogeométriques A l'article [213] (2020) es construei-
Xen xarxes octonioniques convolutives i s’apliquen a classificaci6 d’imatges
CIFAR-10 i CIFAR-100. Segons els autors, tenen millor convergencia i precisio
que altres xarxes aplicades a les mateixes tasques. Els octonions s’han aplicat
també amb exit a I’aprenentatge per diccionari [dictionary learning], com ara
a [114] (2018), una aproximacio que de fet es pot formular per a algebres més
generals, que inclouen les geomeétriques, com s’exposa a [115].

Examinem ara [89] (2020). En el resum es declara que:

. els nostres resultats demostren que hi ha algebres alternatives que pro-
porcionen millors parametres i eficiencia computacional en comparacié amb R.
Considerem C, H, R(2), C(2), R(3), R(4), R @ R (nimeros dobles) i R3 amb el
producte vectorial. A més, observem que la multiplicacié d’aquestes algebres
té una densitat de calcul més elevada que la multiplicacié real, una propietat
util en situacions amb una reutilitzacié de parametres intrinsecament limitada,
com ara inferencia autoregressiva i xarxes neuronals esparses. Per tant, investi-
guem com es pot induir I’esparsitat a les xarxes considerades. Esperem que els
nostres resultats practics en proves a gran escala fomentin una exploracié pos-
terior d’aquestes arquitectures no convencionals que interpellen I'eleccié per
defecte d’utilitzar niUmeros reals per a pesos i activacions de xarxes neuronals.
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Ateés que potser no és el lloc per fer-ne una apreciacio critica, ens limitem a
subratllar que ja hem comentat la natura geomeétrica de C, H i R(2). Pel que
fa als altres casos, R @ R =~ Gi,9, C(2) = G1,3 (algebra geomeétrica de I'espai-
temps) i R(4) ~ Go». L'algebra (R3, x) és una algebra de Lie, pero de fet la seva
natura és geometrica, ja que el producte vectorial de dos vectors és el dual
de Hodge (dins I'algebra Gs3,0) del seu producte exterior. Per a totes aquestes
questions podeu consultar [215]. Com a contrapunt, creiem que el valor de
les xarxes geometriques queda reforcat, tant per raons teoriques com pels
aspectes computacionals.

6.4 Qiiestions obertes

La teoria de I’AA és un camp de recerca activa, on conflueixen aspectes mate-
matics particularment diversos, des de la teoria de la informaci6, per refinar
nocions de complexitat adaptades a les xarxes ultraparametritzades; la fisica
estadistica, per analitzar limits computacionals i estadistics en gran dimen-
si0, o I'analisi harmonica i 'optimitzacio, elements crucials per descriure —i
prescriure— algorismes en xarxes profundes.

En conseqiiéncia, actualment hi ha un gran nombre de qiiestions obertes en
tots aquests fronts. Considerem-ne algunes de les més remarcables.

Models funcionals profunds Com s’ha esmentat a ’apartat 3.2, les xarxes
neuronals profundes suposen un repte important en termes d’aproximacio i
d’optimitzacio6. Els métodes de camp mitja donen una resposta satisfactoria
en el cas de les xarxes somes (apartat 4.3), i actualment un repte important
és poder estendre’ls a models profunds, amb resultats preliminars que podeu
trobar a [60].

Analisi quantitativa de xarxes somes Les xarxes somes, tot i ser la classe
de xarxes neuronals més simple, sén objecte de forca qiiestions obertes. En
particular, resultats recents ([71, 53]) estudien cotes inferiors d’aprenentatge,
és a dir, donen resultats negatius sobre la impossibilitat d’aprendre certes
classes de funcions parametritzades per xarxes somes amb un nombre polino-
mic de dades. En contrapartida, la teoria del camp mitja pinta una situacié més
optimista (i més alineada amb el comportament empiric), pero de moment en
termes asimptotics. Un problema d’importancia maxima és, doncs, comprendre
com es poden lligar aquestes dues perspectives amb una versio quantitativa
dels resultats positius d’aprenentatge.

Variacions del métode del gradient descendent Els resultats empirics de
les xarxes profundes depenen criticament del métode d’optimitzacio6. Tot i que
el meétode del gradient descendent és la versié més basica i que ofereix una
visié matematica més nitida [184, 57, 44, 56, 30, 71], és necessari incorporar
variacions importants, com ara la versi6 estocastica [169, 98, 46, 189, 97], o les
tecniques de renormalitzaci6é [batch/layer normalization] [125, 168].
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Més enlla de 'aprenentatge supervisat El panorama de qiiestions obertes
és engrescador. Per esmentar un camp en particular, les téecniques d’autoapre-
nentatge [self-supervised learning] estan comencant a donar fruits comparables,
o fins i tot superiors, a les versions amb supervisié estandard [74]. La teoria
d’aprenentatge estadistic esta tot just comencant a considerar regims d’apre-
nentatge mes enlla del supervisat; per exemple, I'aprenentatge per transferéncia
[transfer learning] [77], o 'esmentat autoaprenentatge [117, 195, 210] o la pers-
pectiva de causalitat [6].

A Probabilitat

En aquest apéndix recollim alguns conceptes i resultats de teoria de probabili-
tats emprats en diversos indrets de les seccions precedents.

A.1 Desigualtat de Hoeffding
Considerem X; € [a, b], j = 1,..., m, variables aleatories independents amb la
mateixa mitjana u, i definim u,, = % 2.j Xj. Llavors

2me?/(b—a)?

P(lu — pm| > &) < 2e”

Com a exemple, podem considerar el cas X; € [0, 21r] amb distribuci6 uni-
forme, de manera que u = 1, b — a = 211, i 'exponent queda igual a —ﬁmsz,
1

, . 1 2
és a dir, P(|1T — tyn| > &) < 2e 2™,

A.2 Probabilitat reciproca

Suposem que una variable aleatoria X satisfa P(X > €) < f (&) per a tot € > 0,
on f (&) > 0 és una funcié donada. Si 6" > 0 és del domini de f,i f(6") = 6,
lavors P(X <§')=1-P(X>6") =>1—- f(§) =1 - 4. Es a dir, assegurem la
relacio X < 6’ amb probabilitat almenys 1 — 6.

La determinaci6 de 6’ com a funci6é de 6 és una quiestio que cal tractar en ca-

da cas concret. Per exemple, en la desigualtat de Hoeffding per ales X; € [0, 217]

uniformes, §’ = m/%ln%. Aixi doncs, |17 — L] < m/% ln% amb probabilitat

d’almenys 1 — 6. Si considerem Y; = cos Xj € [~1, 1], que tenen mitjana 0, el
que trobem és | % >iYi| < 1/% ln% amb probabilitat d’almenys 1 — §.

A.3 Desigualtat de McDiarmid
Sigui f: Z™ — R una funci6 per a la qual existeix una constant ¢ > 0 tal que

’

If(zl,...,zj,...,zn)—f(zl,...,zj,...,znl <c (35)
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per atot j =1,...,niqualssevol zl,...,zn,z; €eZ.Siz=2z1,...,2p € Z" és
una seqiiéncia de variables aleatories independents, llavors es compleixen les
desigualtats

_2¢2

P(f(z) - E[f(z]) = &) <exp<mzcgz), (36)
—-2¢2

P(f(z) - E[f(2)]) < -¢) <exp me? | (37)

Utilitzant ara la probabilitat reciproca, podem assegurar que

f(2) — ELf ()] < ¢ %m% (38)

amb probabilitat no inferior a 1 — 6.
Aquesta desigualtat, dita de «diferéncies fitades», és un ingredient principal
en la demostracio6 de les desigualtats de Rademacher.

A4 Lema de Gibbs i la divergéncia KL

Suposem que p = p1,...,Pniq = q1,-..,qn SON distribucions de probabilitat.
Llavors

- > pjlogy(pj) < = > pjlog,(a;),
j j

amb igualtat si, i només si, g = p.

D’aix0 resulta que >.;p;log,(pj/q;) > 0, amb igualtat només si g = p.
Aquesta expressio se sol coneixer com a divergéncia de Kullback-Leibler de p i q,
i es denota KL(p, q). Convé remarcar que en general KL(q, p) # KL(p, q).

La divergeéncia KL és una eina important en la teoria de les xarxes bayesianes
per comparar les distribucions de probabilitat en temps consecutius. Per altra
banda, vist que H(p) = — > p;log,(p;) és I'entropia de la distribucio p, és a
dir, la informaci6 mitjana proporcionada en una prova de p, és natural que la
divergencia KL sigui també significativa en la teoria de la informacio.

B Notes bibliografiques

La bibliografia sobre AA, per no dir sobre IA, és vastissima i creix diariament.
Es, doncs, impossible donar-ne compte en un article panoramic com aquest.
Per tant, ens limitem a consignar la bibliografia que ens sembla més rellevant
per a cada seccid, sovint amb algun comentari o citacio, i ensems a suggerir
diversos materials que poden servir per aprofundir en els temes tractats o en
d’altres de natura complementaria.
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B.0 Notes a la Introduccioé

Tractats d’AA Generals: [80, 176, 72, 161, 3]. Aproximacié bayesiana: [192,
144, 172]. Aplicacions: [173, 11]. Aspectes computacionals: [76, 135, 139].

Articles classics [123] (primer model matematic de les neurones biologiques),
[165] (introduccio del perceptro), [211] (ADALINE, neurona lineal adaptativa),
[166] (meurodinamica), [171] (algorisme de retropropagacio), [127] (tractat sobre
el perceptro, introducci6é a la geometria computacional, historia de les idees
d’aprenentatge i XN fins a 1988), [65] i [116] (reconeixement de patrons visuals
amb XN), [102] (recull d’articles sobre la percepcié com a inferéncia bayesiana),
[133] (enciclopedia de ciéncies cognitives).

Les moltes cares de la IA Es manifest que la IA, via el seu desenvolupament
accelerat en tots els sectors, ja afecta tota la humanitat, i la direccio i el ritme
de la seva evoluci6 expansiva no sembla facil d’endevinar. Tanmateix, com
s’indica a [66], «la societat ignora en gran manera les capacitats, els requisits
i les practiques estandard de la IA» i ensems «pren consciencia dels perills
que comporta la ignorancia i, amb rad, demana solucions». Les reflexions, la
bibliografia i les propostes d’aquest article son valuoses per a tothom concernit
per aquestes incerteses i per la incidéncia que tenen en I’esfera etica.

Entre els documents que analitzen les multiples facetes de I'IA, actual
i futura, ens semblen molt rellevants l'article [52] i 'informe [188]. Escrits
d’aquesta mena, i com el citat en el paragraf anterior, son imprescindibles per
formar-se una idea de conjunt, amb molt poc aparell técnic, de la IA tal com
s’entén actualment.

B.1 Notes a la seccio 1 (Preludis)

El tractat [132] ofereix una presentacié sistematica a I’AA des d’una perspectiva
probabilista. Per a una breu apreciacio general sobre aquesta perspectiva, vegeu
I'article [69].

El text [124] explica I’evolucié historica de la férmula de Bayes-Laplace des
de I'origen fins a la publicacié del llibre. Documenta moltes aplicacions, com
ara el fet que fou Alan Turing, en els seus treballs per a desxifrar I'Enigma, qui
va promoure 1'as sistematic de la teoria de Bayes-Laplace en la forma en que
s’ha conegut posteriorment. Un bon complement és [186], escrit per un dels
protagonistes de la cerca de la bomba atomica perduda I'any 1966 en el mar de
la costa de Palomares a causa d'un accident de la forca aéria americana i també
del submari nuclear Scorpion perdut per la marina americana a I’Atlantic el
maig de 1968.

Amb el subtitol «Why so many predictions fail-but some don’t», I'autor
de [179], potser I'haruspex més prestigios en la prediccio dels resultats electo-
rals, ens diu que «El teorema de Bayes [...] implica que hem de pensar d’una
altra manera sobre les nostres idees —i com posar-les a prova. Ens hem d’acos-
tumar més estretament amb la probabilitat i la incertesa. Hem de pensar amb
més cura sobre les suposicions i creences amb qué confrontem un problema»
(pagina 15).
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El lema del creador de la teoria de patrons moderna, Ulf Grenander (1923-
2016), era usar la teoria de patrons per crear estructures matemadtiques deriva-
des tant del mon natural com del mon creat pels humans. En aquesta teoria, els
metodes bayesians hi tenen un paper fonamental, com queda reflectit a [131].
En tot cas, la teoria de patrons és molt més general que el problema del seu
reconeixement, fins ara el més estudiat, com ara a [25].

Analisi de components principals i descomposicié en vectors singulars:
[80, capitol 8], [113, capitol 7], [189], [208, capitol 8]. Aquests metodes estan
a l'origen de les tecniques de «reduccioé dimensional», un aspecte important
de I’AA, [9]. Un tema relacionat és ’'anomenat analisi discriminant, que podeu
trobar en la majoria de tractats generals, com ara [109, capitol 8].

Finalment, [164] és una bona referéncia per a k-NN i k-mitjana, que compreén
també el tractament computacional. Coincidim amb I’autor en la nocié que
I’aprenentatge no supervisat és una area de recerca molt activa a la qual encara
cal dedicar esforcos per obtenir resultats generals satisfactoris.

B.2 Notes a la seccié 2 (Aprenentatge inductiu en gran dimensio)

Sobre el malefici dimensional, Donoho en va donar una descripcié precisa a [55]:
«la intractabilitat aparent de la cerca sistematica, o de I'aproximacié acurada
d’'una funcid, o de la seva integracio, en un espai d’alta dimensio».

De I'aprenentatge inductiu, també anomenat aprenentatge estadistic, [201]
conté una exposicio de I'estructura d’aquesta teoria per part d’'un dels ini-
ciadors de la seva forma moderna. Per a un resum, vegeu [202]. Esmentem
també [108], un text relativament elemental, els extensos tractats [78] i [183] i
la monografia [200].

En la presentacio de I'aprenentatge inductiu hem recorregut a la noci6
d’expert, com una funcié f*: X — V. En la practica, un expert també esta
sotmeés a un cert grau d’incertesa. El tractament d’aquesta situacio es pot
fer substituint f* per una distribucié de probabilitat P(x,y) sobre X x VY,
que podem mirar, via la relacié P(x,y) = P(x)P(y|x), com una distribucio
de probabilitat Py (y) = P(y|x) sobre Y per a cada x € X. L’adaptaci6 del
model basic a aquesta situacio més general no ofereix dificultat i es pot trobar
exposada en molts textos, com ara [78, 212, 200].

Una altra idea que ha resultat molt productiva és la de produir bons predic-
tors a partir de predictors debils (és a dir, que encerten només una mica millor
que un predictor aleatori). La generacio de predictors debils és relativament
facil, i és un fet remarcable que hi hagi un algorisme senzill i eficient per
construir un predictor fort a partir dels febles. Es coneixen com a algorismes de
potenciacio [boosting] i el més popular, AdaBoost (potenciacié adaptativa), fou
introduit a [64], un treball en el qual s’estableix una fita a I’error empiric de I’al-
gorisme, es fa una analisi en termes de la dimensi6é VC i s’indiquen aplicacions
a problemes tant de classificacio multiple (com ara reconeixement de cares)
com de regressio. Podeu trobar-ne una exposicié excellent a [176, capitol 10].

Pel que fa a les neurones i les xarxes neuronals, hem adoptat I'esquema
de [204]. N’hi ha versions més detallades en molts textos, com ara [5, 80, 140].
Esmentem també I'article panoramic [174].
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Finalment, [49] compta com el primer article en queé es va establir la capacitat
de les xarxes neuronals per aproximar qualsevol funcié continua uniformement
sobre compactes. Vegeu també [91] i [90]. L’article [220] ofereix una apreciacio
actualitzada d’aquesta problematica.

B.3 Notes a la seccié 3 (Aproximacio)

Espais de Sobolev Una funci6 f: Q — R és de la classe de Sobolev H 57 (Q)
si f iles seves derivades fins a ordre s son integrables a L? (Q); vegeu [170]
per a més detalls.

Notacions asimptotiques Donades funcions f,g: R — R,, diem que g(t) és
O(f(t)) si existeix una constant ¢ > 0 tal que g(t) < cf(t) per at > 0. Simi-
larment, g(t) és Q(f(t)) si existeix una constant ¢’ > 0 tal que g(t) = ¢’ f(t)
per a t > 0. Finalment, es diu que g(t) és O(f(t)) siés O(f(t)) i Q(f(t)).

B.4 Notes a la seccio 4 (Optimitzacio)

Convex per desplacaments La generalitzacio de la convexitat euclidiana als
fluxos de gradient de Wasserstein [205, capitol 23].

Distancia W, de Wasserstein Donades dues mesures de probabilitat yiu’ en
un espai meétric M, Wa (4, u')? = infyeruu) [ d(x,x )% dy(x,x"),onT(u, ') és
el conjunt de densitats de probabilitat sobre M x M amb densitats marginals u
ip’. Vegeu [205, capitol 6] i, en particular, la discussio a les notes bibliografiques
sobre la terminologia en qué conclou que la més adient seria métrica L? minima,
o metric de Kantorovich si hagués de portar un nom. Tanmateix, Villani també
usa la terminologia usual.

Funcions B-regulars Una funcio f de classe C! és B-regular si ||V f(x) —
V)l < Bllx — vy, és adir, si Vf és B-Lipschitz.

Minim local aproximat Si f és C2 i V2f és p-Lipschitz, un minim local
aproximat a menys de € és un punt x tal que || V.f(x)| < €1 V2f(x)+ /pel < 0.

B.5 Notes a la secci6 5 (Generalitzacio)

A [158, pagina 18], I'autor troba una mica inapropiada la imatge «d’engrunar
en bocins petits» que suscita la nocié de disgregar [shatter] una classe de
funcions F un conjunt S, i que seria millor una imatge que evoqués la facultat
de F de seleccionar qualsevol subconjunt de S, pero I'accepta perque «almenys
és vivida». Per a més precisions, vegeu [185], una referéncia que hem d’agrair a
un dels revisors.

Per a la capacitat VC de I'espai de funcions que calcula una XN, vegeu [17].

La fita (32) de RAD(A) es coneix com a lema de Massart.
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El teorema 8 es pot demostrar usant la desigualtat de McDiarmid (vegeu
I'apartat A.3). Per q detalls i més informacio, vegeu [176, capitol 26], [105, 107,
106].

B.6 Notes a la seccio 6 (Altres models i problemes oberts)

Inferéncia bayesiana Consignem alguns dels textos cabdals apareguts durant
aquest segle: [136] (un llibre de text sobre xarxes bayesianes); [104] (models
grafics probabilistes); [51] (modelitzaci6 i raonament amb xarxes bayesianes);
[50] (1s de la factoritzacié de matrius per aprendre models de Markov; una bona
mostra d’aplicacié de la descomposicié en valors singulars); [13] (raonament
bayesia i AA); [128] (models grafics per processar dades incompletes); [84]
(lencos de Markov en el cervell, és a dir, fronteres estadistiques que regeixen
les interaccions entre els esdeveniments a una banda i a I’altra del llenc).

Aprenentatge amb refor¢ i algunes aplicacions [190] (un manual extens
sobre I'aprenentatge amb reforc i sobre diversos temes relacionats); [178] (un
article breu sobre I’AA en modalitat d’autoreforc per a jocs com els escacs
o el go); [32] (i per al poquer); [175] (un text recent sobre 'estat de I'art en
aprenentatge amb reforc); [47] (aprenentatge amb reforc en el camp de la
robotica); [40] (aprenentatge amb reforc aplicat al problema del plegament de
proteines).

Teoria de patrons Es pot considerar que el pare de la teoria de patrons
actual és Ulf Grenander (1923-2016). La relaci6 d’aquesta teoria amb I'AA
és profunda i sembla clar que no s’ha explorat en aquesta direcci6 tot el
seu potencial. Certament, es poden citar les Lectures in Pattern Theory de
Grenender (Springer LNiM 18, 24, 33), pero la versio que ens sembla més adient
com a inspiracié per a I’AA és I'aproximaci6é de David Mumford al volum [131]
i a la monografia [221].

AA i intelligéncia En linies generals, hi ha dos grans ramals en construcci6
enfocats a I'estudi de I'aprenentatge i la intelligencia des del punt de vista
algorismic. Un és el representat per I’AA, amb totes les seves variants, del qual
hem intentat fer una presentacié panoramica en aquest treball. El proposit
de l’altre ramal, en canvi, és esbrinar I’estructura i el funcionament dels cer-
vells del regne animal, principalment els dels mamifers i, molt especialment,
els dels humans. Aquests dos ramals estan encara lluny de convergir, pero
tot sembla indicar que ho faran en algun moment futur. En acabar aquest
article, s’ha publicat [79], un llibre remarcable tant pel seu estil divulgatiu com
per les referéncies als treballs de recerca essencials en queé es basen els seus
arguments. El recomanem vivament a tothom que tingui interés per I’evolucio
de la interacci6 entre els dos ramals, una cruilla interdisciplinaria en la qual
creiem que tindran un paper destacat moltes de les técniques que hem descrit
fins aqui, potser amb modificacions i potser amb d’altres no inventades encara.
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Resum: L’objectiu d’aquest treball és donar a conéixer diverses conjectures mate-
matiques que tenen en comu el fet d’ocupar-se de qiiestions que es poden entendre
sense haver de ser un matematic professional. Les agruparem en tres grans blocs: les
que parlen de ntimeros primers, les que involucren ntmeros naturals i, en un tercer
bloc heterogeni, les que tracten problemes de diverses branques de les matematiques.
En total parlarem, amb més o menys profunditat, de més de quaranta conjectures.
També es planteja la possibilitat d'usar les conjectures com una eina de motivaci6
per als estudiants de batxillerat i dels primers anys d’universitat, i presentar aixi les
matematiques com una disciplina viva i en creixement.

Paraules clau: conjectures, teoria de niimeros, nimeros primers, problemes oberts,
popularitzacié de les matematiques.

Classificacié MSC2010: 00A05, 00A09, 00A27, 11A.

Introduccio

En aquest treball donarem a conéixer diverses conjectures matematiques, que
comparteixen el fet d’afirmar qliestions que es poden entendre sense que calgui
ser un matematic professional.! En particular, només considerarem conjectures
tals que el seu enunciat sigui curt i autocontingut. Cadascuna d’elles es pot llegir
de manera independent. El nostre objectiu, a part d’ampliar els coneixements i
entretenir els lectors, és mostrar les matematiques no com una ciéncia tancada
en la qual tot es coneix, ans més aviat el contrari, com una disciplina viva
i en creixement. Com veurem, tot i que les conjectures que es detallen toquen
diferents ambits de les matematiques, la majoria d’elles son de caire teoric
o Iudic i deixen de banda una de les raons de ser de les matematiques: la
modelitzacio6 i la comprensioé del moén. Aixo si, els mateixos matematics que
han proposat o estudiat aquestes conjectures séon els que han fet avancar la
matematica en totes les seves vessants.

1 Una altra quiestio ben diferent és el nivell i la profunditat matematics necessaris per a saber
si son certes o falses!
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FIGURA 1: Darrer teorema de Fermat.

Pero, que és una conjectura matematica? Una possible definici6 seria que és
un resultat consistent amb tot el que es coneix, pero no s’ha pogut verificar si
és cert o fals.

Tanmateix, potser podem entendre millor el que és llegint un tros de la
correspondencia que el 1742 van tenir el matematic i cientific suis Leonhard
Euler i el matematic prussia Christian Goldbach, sobre el que avui en dia es
coneix com a conjectura de Goldbach. Euler li deia:

Que [...] tot nimero enter parell és una suma de dos primers, jo ho veig com
un teorema completament cert, perd no ho puc provar.

Aixi, una conjectura és un resultat que molts matematics pensen que hauria
de ser un teorema, pero que cap d’ells no ha pogut provar. A més, aquest
candidat a teorema ha resistit tots els esforcos per buscar-li un contraexemple.
I si la conjectura admet ser estudiada amb I'ajut de programes informatics,
s’ha pogut verificar fins a on poden arribar els ordinadors més potents disponi-
bles fins al moment. Finalment, és possible que existeixin idees heuristiques,
probabilistiques o intuitives que també fan pensar que és certa.

Hi ha conjectures degudes a matematics illustres que han resultat certes
i unes altres falses. Un dels exemples més famosos de conjectura certa és
la que es va popularitzar com a darrer teorema de Fermat, quan encara no
era un teorema. Va ser enunciat pel matematic i advocat frances Pierre de
Fermat el 1637, i afirmava que I'’equacié x™ + y™ = z", pera2 <n € N, no
tenia solucions (x, y,z) € N3; vegeu un segell dedicat al tema a la figura 1. La
demostraci6o d’aquest resultat va haver d’esperar fins al 1995, i és deguda al
matematic anglés Andrew J. Wiles. Una altra conjectura ben famosa, pero molt
més tecnica sobre una caracteritzacio topologica de les esferes 3-dimensionals,
i que ja és també un teorema, és la conjectura de Poincaré demostrada el 2003
pel matematic rus Grigori I. Perelman.

Euler, el 1769, en un intent d’estendre el darrer teorema de Fermat, va
proposar la conjectura segiient, que ens servira per a illustrar el cas contrari:
siper a certs n > 1, k > 1 enters hi ha (x1, x2,...,Xxn, ¥) € N**1 tal que

XKk 4o xk =k,
aleshores n > k. Un exemple conegut ja a I’antiga Grecia i coherent amb la
conjectura és 33 + 43 + 53 = 63, El primer contraexemple d’aquesta conjectura,
per a k = 5, va ser trobat usant un programa d’ordinador per Lander i Parkin
el 1966,
27° +84° + 110° + 133° = 144°,
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i esta publicat en el que potser és l'article més curt de matematiques ([71]):
cinc linies de text i una referéncia. El 1986, Noam D. Elkies va trobar, també via
programacio, el primer contraexemple per a k = 4. El més senzill que es coneix
és de I'any 1988 i és degut a Roger E. Frye,

95800% + 217519* + 414560* = 4224814,

Per a k = 3 la conjectura és certa, ja que, com acabem de comentar, el darrer
teorema de Fermat és, avui en dia, un teorema.

Adquest treball no intenta de cap manera llistar totes les conjectures mate-
matiques existents, ni tan sols presentar les més importants. El criteri que s’ha
intentat seguir en la seleccio feta és que els seus enunciats estiguin a I’abast
d’estudiants de batxillerat o dels primers anys de carreres cientifiques i, també,
de persones que tenen un interés ampli per les matematiques. Sense anims de
ser exhaustius, pero per completesa, donarem els noms d’algunes conjectures
famoses que no descriurem aqui i que requereixen més coneixements mate-
matics per a entendre’n els enunciats: la conjectura ABC (també coneguda
com a conjectura d’Oesterlé-Masser) o la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer
(teoria de nombres), la conjectura de Carathéodory (geometria diferencial), la
conjectura de Hadamard (combinatoria), les conjectures de Kaplansky (algebra),
el lema de tancament o closing lemma de Pugh (sistemes dinamics), la finitud
de les configuracions centrals (mecanica celeste), etcétera.

En moltes de les conjectures que presentem es donen referéncies més
detallades i, en particular, moltes de les relacionades amb teoria de nom-
bres apareixen al llibre Unsolved Problems in Number Theory, de Richard
K. Guy ([52]) o [6, 82]. També s’han consultat els treballs [57, 58, 59, 60, 111]. A
part d’aquestes referencies, s’han usat de manera sistematica diverses pagines
web. Aixi, a la Wikipedia en anglés s’han consultat les pagines amb els titols:
«List of unsolved problems in mathematics», «List of conjectures» i «Conjec-
tures», amb els seus enllacos corresponents. També hi ha molta informacio a
les pagines del MathWorld-A Wolfram Web Resource i a la del CNRS-Images des
mathématiques dins la seccié «Les conjectures du trimestre».

Les conjectures de qué parlarem s’han dividit en tres grups. Cada grup es
presenta en una secci6 diferent.

Aixi, a la secci6 1 incloem les que estan estretament relacionades amb els
nuameros primers i la seva estructura. Per tant, ens ocuparem de les conjectures
sobre els primers bessons, de Legendre, imposant expressions concretes per
als nameros primers, de Goldbach, de Lemoine, d’Oppermann, de Brocard,
d’Andrica, de Firoozbakht, de Cramér, de Gilbreath, segona de Hardy-Littlewood,
dels primers de Germain, i de Grimm.

La secci6 2 esta dedicada a conjectures que involucren nimeros natu-
rals. Considerem les conjectures sobre els nimeros perfectes, d’Erdés-Straus,
de Brocard-Ramanujan-Erdés, de Goormaghtigh, de Carmichael, de Singmas-
ter, de Beal, sobre la maxima persisténcia multiplicativa, la de no palindromia,
i de Selfridge.
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Finalment, a la seccié 3 hi ha un popurri de conjectures sobre temes dife-
rents. Parlem de la conjectura de Lagarias equivalent a la hipotesi de Riemann,
iles conjectures 3x + 1, jacobiana, de Casas-Alvero, sobre la normalitat de T,
sobre la irracionalitat de y, sobre la seqiiéncia de Kolakoski, de Frankl, de
Toeplitz, d’Erdés-Szekeres, del billars triangulars, del sofa, i de Levi-Hadwiger.

De manera tangencial, també parlarem al text de les conjectures de Polignac,
de les cadenes de Cunningham, de Dickson, de Sierpinski i de Kakeya.

Es clar que els gustos i els coneixements de I'autor també han influit en la
tria feta.

A T'tiltima seccio6 incloem algunes reflexions sobre la utilitat tant didactica
com cientifica i practica d’estudiar conjectures matematiques. Com veurem,
en particular moltes de les conjectures que es presenten ens proporcionen
idees interessants i engrescadores per introduir els nostres alumnes en el mén
de la investigacio i en el de la programacio. En aquesta direcci6, podeu llegir
el blog de Ben Braun del maig del 2005: «<Famous Unsolved Math Problems
as Homework», penjat als blogs de ’American Mathematical Society dins de
la secci6 «On Teaching and Learning Mathematics». També aprofitarem aquesta
seccio per a presentar alguns exemples famosos de propietats que sén cer-
tes per a molts casos particulars i podrien fer pensar que donen lloc a una
conjectura o, millor encara, a un teorema, pero que finalment sén falses.

Acabarem aquesta introduccié amb un aspecte del qual a vegades s’oblida
parlar a I'hora d’enfrontar-se a una conjectura: hi ha la possibilitat que una
conjectura no sigui ni certa ni falsa. Per illustrar aquesta darrera afirmacio,
posarem un parell d’exemples. El més famos és el relacionat amb I'anomenada
hipotesi del continu. Ho expliquem breument.

Si hi ha dos conjunts entre els quals podem definir una aplicaci6 bijectiva,
es diu que tenen la mateixa cardinalitat. Aixi, els conjunts N, Z o Q tenen
cardinalitat numerable, o també anomenada X, que es llegeix com alef sub
zero. Per altra banda, els conjunts (0, 1), [0,1], R, C, R?, R? tenen la mateixa
cardinalitat que el conjunt de tots els subconjunts de N, i aquesta es denota
com 2%, Aixi, sorgeix una pregunta molt natural: hi ha algun conjunt amb
una cardinalitat intermédia entre Ry i 2% ? De fet, aquesta pregunta va ser el
primer problema d’una llista de vint-i-tres que va posar el matematic alemany
David Hilbert a la comunitat matematica, I'any 1900 a Paris en el Segon Congrés
Internacional de Matematics.

La no existéncia de conjunts amb cardinalitat entre Xg i 280 és precisament
el que s’anomena hipotesi del continu. L’any 1939, Kurt Godel, matematic, filosof
i especialista en logica austroamerica, va demostrar que la hipotesi del continu
és compatible amb tots els altres axiomes de la teoria de conjunts. Per tant, mai
no se’n podra demostrar la falsedat. L’any 1963, el matematic nord-america
Paul Cohen va demostrar la indecidibilitat de la hipotesi del continu. Aixo vol
dir que tant si suposem que la hipotesi del continu és certa com si considerem
que és falsa, no comporta cap contradiccié amb els axiomes esmentats. En
altres paraules, tant si haguéssim conjecturat l'existéncia d’aquest conjunt
com si haguéssim conjecturat la seva no existéncia, mai ho hauriem pogut
demostrar.
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Es curios observar que abans que es demostrés el darrer teorema de Fermat,
fins i tot s’especulava que pogués ser un resultat indecidible; en relacié amb
aixo, consulteu 'interessant treball de John H. Conway ([29]). De fet, en el
seu treball Conway demostra I'existencia d’enunciats similars al presentat a la
conjectura 3x + 1, de la qual parlarem més endavant, que so6n indecidibles.

1 Conjectures sobre numeros primers

Euclides ja va demostrar que hi ha infinits primers i, de fet, entre els dos
llibres [81, 92] hi ha una dotzena de proves diferents d’aquest fet; vegeu tam-
bé [99]. A més, es coneixen moltes propietats sobre la seva distribuci6. Per
exemple, el 1896, el matematic franceés Jacques Hadamard i el matematic belga
Charles-Jean de la Vallée-Poussin van provar, usant idees del matematic ale-
many Georg Friedrich B. Riemann, que si m(n) denota el nombre de nimeros
primers menors o iguals que n,

. 1mm(n)In(n)
lim ————= =
Nn—oo n

1.

Per una banda, hi ha propietats interessants dels primers que son facils de
demostrar. Per exemple, que per a tot m € N hi ha com a minim m numeros
consecutius de manera que cap d’ells és primer, o que per a tot primer p > 5, el
residu de p? entre 24 és sempre 1. Per a demostrar la primera propietat, podem
prendre (m + 1)! + k,perak =2,3,...,m + 1, i, clarament, cada (m + 1)! + k
no és primer ja que és divisible per k. La prova de la segona és equivalent a
veure que p? = 244 + 1, per aun cert £ € N, o, en altres paraules, a veure que
(p +1)(p — 1) és divisible per 24. Considerem els tres nimeros consecutius:
p-1l<p<p+1.Esclarque p — 1ip + 1 son ambdos parells i, encara més,
un d’ells ha de ser multiple de 4. D’'una manera similar, donats tres nimeros
consecutius, 3 ha de dividir-ne un d’aquests. Com que p és primer, en el nostre
cas ha de dividirobé p —1 0 bé p + 1. Enresum, (p — 1)(p + 1) ha de tenir els
divisors 2, 3, 4 i, per tant, ha de ser divisible per 24, tal com voliem provar. Per
altra banda, hi ha propietats dels primers molt dificils de demostrar.

En aquesta seccié enunciarem diverses conjectures sobre els primers i la
seva distribuci6. Les quatre primeres inclouen els coneguts com els quatre
problemes de Landau, ja que el matematic alemany Edmund Landau els va
enunciar al Congrés Internacional de Matematics del 1912. Com veurem, n’hi
ha de dos tipus. Les de Goldbach i Lemoine usen els primers com una mena de
descomposicié additiva de tots els enters positius. Totes les altres n’estudien
la distribucio.

CONJECTURA SOBRE ELS PRIMERS BESSONS. Hi ha infinites parelles de niumeros
primers de la forma p, p + 2.

Les primeres parelles de primers bessons sén (3, 5), (5,7), (11,13), (17,19).
Es facil raonar que 5 és I'inic nimero que apareix a dues parelles dife-
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rents. L’any 2018, la parella més gran de primers bessons coneguda era
2996 863 034 895 x 21290000 + 1 formada per nimeros amb més de 380 000 xi-
fres.

101 | 103 | 107 | 109 | 113 | 127 | 131 | 137 | 139 | 149 | 151 | 157
163 | 167 | 173 | 179 | 181 | 191 | 193 | 197 | 199 | 211 | 223 | 227
229 | 233 | 239 | 241 | 251 | 257 | 263 | 269 | 271 | 277 | 281 | 283

TAULA 1: Primers entre 100 i 292. En negreta (en dues tonalitats), els parells bessons.

Aquesta conjectura va ser estesa el 1849, pel matematic frances Alphonse de
Polignac, qui va preguntar-se si per a tot niumero natural k hi ha infinits primers
de manera que p i p + 2k siguin ambdos primers. Aquesta segona propietat es
coneix com a conjectura de Polignac. Observeu que per a la conjectura que ens
ocupa k = 1.

La conjectura sobre els primers bessons sembla que és de les més antigues
en teoria de nombres, tot i que els progressos més grans cap a la seva possible
demostracié son molt recents. L’any 2013, Yitang Zhang ([116]) va provar que
hi ha un k menor que 35 milions, de manera que existeixen infinites parelles
de niimeros primers que difereixen 2k. Més concretament, el seu teorema ens
diu que

liminf(pn.1 — pn) <7 x 107,

on, com sempre, p, indica el primer eneésim. Avui en dia s’esta rebaixant signi-
ficativament aquesta fita amb les contribucions de James Maynard i Terence
Tao.

Una de les maneres (no senzilles) de demostrar I'existéncia d’infinits primers
és provar que la serie >, primer 1/p €s divergent; vegeu [1, 28, 41]. Es molt curios
observar que el matematic noruec Viggo Brun va demostrar el 1919 ([16]) que
si considerem la série formada pels inversos dels primers bessons,

p p+2) \3 5 5 7 11 13

p, p+2 primers
+(L+i)+<i+i)+
17 19 29 31 ’

aquesta és convergent. El valor de la seva suma es coneix avui en dia com la
constant de Brun, B, i el seu valor aproximat és 1.90216 ([83, 28]). Malaurada-
ment, aquest resultat no prova la conjectura, ja que és coherent amb el fet que
sigui certa o falsa. El que si que dona és una via per a intentar demostrar-la:
provar que B> és irracional.

CONJECTURA DE LEGENDRE. Per a tot 0 < n € N hi ha un nimero primer p
que satisfan? <p < (n+1)2.

La conjectura de Legendre ve recollida a diferents textos i s’atribueix al
matematic frances Adrien-Marie Legendre, que va viure a cavall dels segles XVIII
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i x1X. El resultat relacionat més important és degut al matematic xinés Jing-Run
Chen ([26]), qui el 1975 va provar que la conjectura és certa si s’admet que p
sigui o bé primer o bé semiprimer. Recordem que un nimero es diu semiprimer
si és el producte de dos primers, eventualment iguals.

Un resultat similar, pero més debil, va ser conjecturat el 1845 pel matematic
francés Joseph L. F. Bertrand. Aquest afirmava que per a tot 3 < n € N hi ha
un namero primer p que satisfa n < p < 2n — 2, i va verificar-ho per a tots
els nimeros menors que 3 x 105. La conjectura de Bertrand es va convertir en
teorema quan va ser demostrada pel matematic rus Pafnuti L. Txebixev el 1852.

CONJECTURES OBTINGUDES IMPOSANT EXPRESSIONS CONCRETES PER ALS NUME-
ROS PRIMERS. Hi ha infinits primers de cada una de les formes segiients:

2

n-+1, nl'+1, n'-1, 2"+1, 2"-1.

La qiiestio sobre 'existéncia d’infinits primers de la forma n? + 1 es remunta
a Euler, és el quart problema dels de la llista de Landau i també apareix en una
conjectura dels matematics britanics Godfrey H. Hardy i John E. Littlewood ([54,
103]) que, de fet, afirma el mateix per a niimeros de la forma An? + Bn + C,
per a molts valors enters de A, B i C. Obviament, per exemple, no hi ha primers
delesformesn? -1=m+1)(n-1on?+2n+1=(n+1)>=

Segons Shanks [102], entre els nimeros enters n entre 1 i 180000 n’hi
ha 11223 per als quals n° + 1 és primer. Un exemple concret de primer
és (4 x1034)2 + 1.

Segons que coneix 'autor, els niimeros primers més grans coneguts de les
dues formes segiients son 150209! + 1 i 208003! — 1.

En una linia similar, el matematic prussia Johann P. G. L. Dirichlet el 1837
va demostrar que, variant n € N, qualsevol expressio An + B amb A i B enters
coprimers dona lloc a infinits niimeros primers.

Els nimeros primers de la forma 2" + 1 s’anomenen primers de Fermat. Ara
demostrarem que si 2™ + 1 > 2 és primer, aleshores n = 2™,

Per comencar, és facil provar que per atot 0 < k, a # b € R, a — b divideix
ak — bk, Aixo és degut a la igualtat

ak —b*=(a-b) a1t +a*¥2p+ak3p?+ ... +ab*?+ bk,

Si considerem 2" + 1, on n no és una poténcia de 2, tenim que n = 7§ per a un
cert s, senar. Aleshores, prenent a = 2", b = —11i k = s, en la igualtat anterior
tenim que 27 + 1 divideix 2”5 — (—1)5 = 2" + 1, i, per tant, 2" + 1 no és primer.

En conseqiiéncia, els inics niumeros 2" + 1 que poden ser primers soén els
de la forma 22" + 1 =: F,,, que sOn els anomenats numeros de Fermat. Se sap,
des dels temps de Fermat, que els F,, son primers per am = 0,1, 2, 3, 4. Euler
va provar que Fs té el factor 641. La seva descomposicié en factors primers és

F5 =232 41 =4294967297 = 641 x 6 700417.
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De fet, no es coneix cap més niimero de Fermat que sigui primer, i avui en dia
es comenca a pensar que potser no n’hi haura cap més.

Els ntmeros primers de la forma 2" — 1 s’anomenen primers de Mersenne,
en honor al matematic francés Marin Mersenne (1588-1648). En parlarem en la
secci6 segiient, quan estudiem els ntimeros perfectes.

CONJECTURA DE GOLDBACH. Tot nimero enter parell, més gran que 2, és suma
de dos niimeros primers.

Aquesta conjectura és un dels problemes oberts més famosos en mate-
matiques. Com ja hem dit a la introduccio, apareix el 1742 a partir de la
correspondéncia entre Christian Goldbach i Leonhard Euler. Per exemple,

100=3+97=114+89=17+83=29+71=41+59 =47+ 53.

Avui en dia se sap que és certa per a tots els naturals fins a 4 x 10!8. De fet, el
que Goldbach va comencar proposant és que tot nimero enter més gran que 5
era suma de tres niimeros primers (bé, de fet, ell va dir tot nimero més gran
que 2, ja que, per aquell temps, encara es considerava 1 com a primer) i Euler i
va respondre que la seva conjectura era conseqiiéncia de la que hem enunciat.
L’afirmaci6 de Goldbach, també coneguda com a conjectura debil de Goldbach,
es considera provada per Harald Helfgott el 2013 ([56]), tot i que encara no ha
estat publicada a cap revista amb procés de revisio.

Un dels avencos més importants en la direccio de provar la conjectura de
Goldbach és degut de nou a Jing-Run Chen. El 1973 va demostrar que per a
n parell prou gran, n és o bé la suma de dos primers o bé la suma d'un primer
i un semiprimer ([25]).

Un altre resultat molt relacionat és el del recent treball de Terence Tao
([109]), en qué 'autor prova que tot numero senar més gran que 1 és suma de,
com a maxim, cinc primers.

CONJECTURA DE LEMOINE. Tot nimero senar, més gran que 5, és la suma d'un
numero primer i el doble d’'un numero primer.

Aquesta conjectura és molt semblant a ’anterior. Va ser proposada el 1894
pel matematic i enginyer franceés Emile Lemoine. Hardy i Littlewood la van
llistar com a Conjectura I en un dels seus treballs. Per exemple,

47 =13+2%x17=37+2%x5=41+2%x3 =43 +2x2.

Canviant els primers per altres tipus de nimeros, com per exemple qua-
drats de numeros naturals, hi ha resultats amb el mateix esperit que aquesta
conjectura i la de Goldbach. Aixi, Lagrange va demostrar que tot enter positiu
és suma de quatre quadrats.

CONJECTURA D’OPPERMANN. Per a tot 1 < n € N, hi ha un parell de niimeros
primers p i q que satisfan(n —1) <p <n?<q <nn+1).
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La conjectura d’Oppermann és molt similar a la de Legendre, pero encara
més restrictiva. Va ser enunciada pel matematic danes Ludvig Oppermann
el 1877.

CONJECTURA DE BROCARD. Per a tot n > 2 hi ha com a minim quatre nimeros
primers entre p2 i p2.,, on p, denota I'’enésim nimero primer.

Aquesta conjectura va ser proposada pel matematic i meteoroleg frances
Henri Brocard a principis del segle xX. Per exemple, entre p% =9i p§ =25
tenim cinc numeros primers: 11, 13, 17, 19, 23. L’expressio de la conjectura en
una féormula és A(n) = (p2,,) — (p2) = 4, on recordem que 17(n) denota
el nombre de primers menors o iguals que n. Aixi, els primers valors de A per
an=>2so6n:5,6,15,9,22,11,27,47,16,...

CONJECTURA D’ANDRICA. Per a tot n > 1 es compleix que A(n) := /Pn+1 —
J/Pn < 1, on p, denota I’enésim nimero primer.

Aquesta conjectura va ser proposada pel matematic romanés Dorin Andrica
el 1986 ([2]). Per exemple, és facil veure que A(n) <1 quan p, = mipu+1 =
m + 2 son una parella de primers bessons, ja que A(n) = vm + 2 - /m < 0.51,
per a m > 3. De fet, la conjectura ens diu que el forat entre dos primers
consecutius, pn+1 — Pn, compleix pn1 — pn < 1 + 2,/pn. Sha comprovat que
A(n) <1 finsan = 1016 i el valor maxim fins al moment és A(4) = /11 -7 =
0.67; vegeu a la figura 2 la grafica de A per a n < 1000. Fins i tot a [112] es
proposa que A(n) < 1/2, per an > 30.

0.6{.
0.5F
0.41
034
0.2{3

0.1 "

——
700 800 900 1000

FIGURA 2: Valors de ./pn+1 — /Pn Peral <mn < 1000.

CONJECTURA DE FIROOZBAKHT. La funcié 7/p,, on p,;, denota l’enésim nimero
primer, és estrictament decreixent.

Va ser proposada pel matematic irania Farideh Firoozbakht el 1982. S’ha
verificat per a tots els primers menors que 264,
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CONJECTURA DE CRAMER. Es compleix que

limsup Pt =P _ g

n-o In*(pp)
on p, denota 'enesim numero primer.

L'enunciat que donem és una versié una mica més forta que la conjectura
que va proposar el matematic suec Harald Cramér el 1936, segons la qual
Pn+l — Pn = O (In®( Pn)), i que ésla que s’intenta provar avui en dia. El mateix
Cramér va demostrar que sila hipotesi de Riemann, de la qual parlarem més
endavant, fos certa, aleshores py.1 — pn = O(/pPnIn(px)). Recordem que es
diu que f(n) = O(g(n)) si existeix N € NiK € R tals que per atot n > N,
|f(n)] < Kg(n).El 1931, Westzynthius ja va demostrar que

n-o  1n(pn)

CONJECTURA DE GILBREATH. Sigui {py}, la successio dels nimeros primers
ordenats. Per a tot 0 < n € N, definim d,(ql) = Pn+1— Pn i, de manera recurrent,
per a tot k > O, d%k“) = Idiﬁ)l — dﬁlk)l. Aleshores, per a tot k € N\ {0}, es
compleix que dﬁk) =1.

El seu nom es deu al magic nord-america Norman L. Gilbreath, que la va
formular el 1958, quan era estudiant. Tot i el nom amb que es coneix, ’any 1878
el matematic autodidacte frances Francois Proth ja I’havia proposat i intentat
demostrar.

Per exemple, en els calculs segiients es comprova que dgk) =1,perak <6.

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, ...
1,2,2,4,2,4,2,4,6,2, ...
1,0,2,2,2,2,2,2,4,...
1,2,0,0,0,0,0,2,...
1,2,0,0,0,0,2,...

1,2,0,0,0,2,...

1,2,0,0,2,...

Se sap que d(lk) =1,perak < 3.4x10!!. Paul Erdés va especular sobre el fet que
aquesta conjectura €és certa, pero segurament passarien més de dos-cents anys
abans no es pogués demostrar. La ra6 principal és que no és semblant a altres
tipus de problemes estudiats pels quals hi ha eines matematiques molt potents
i ben desenvolupades. De fet, el matematic hongares és famoés per la qualitat i
la quantitat dels seus treballs i pel gran nombre de collaboradors que va tenir.
D’altra banda, fins i tot hi ha una pagina a la Wikipedia dedicada exclusivament
a les seves conjectures. Quan s’esta escrivint aquest article hi ha una llista de
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dotze conjectures obertes i catorze de resoltes, de les quals només una ha
resultat ser falsa.

SEGONA CONJECTURA DE HARDY-LITTLEWOOD. Sigui 7r(x) la funci6 que
compta el nombre de nimeros primers menors o iguals que x. Aleshores
m(x+y) <m(x)+71m(y)peratotx =2,y > 2.

Aquesta conjectura va ser proposada el 1923 per Hardy i Littlewood al
mateix temps que una primera conjectura que generalitzava la de I'existéncia
d’infinites parelles de primers bessons ([54, 93]). Per exemple,

m(3x10%) <mw(108) + (2 x 108) =
5761455+ 11078937 = 16 840 392.

16252325

Es curios observar que, el 1974, Richards va demostrar que ambdues con-
jectures de Hardy-Littlewood son incompatibles; vegeu, de nou, [93].

CONJECTURA DELS PRIMERS DE GERMAIN. Hi ha infinites parelles de nimeros
primers de la forma p, 2p + 1.

Aquesta conjectura és similar a la dels primers bessons. Un nimero primer p
es diu que és un primer de Germain si S(p) = 2p + 1 és també primer. Aquests
nuameros van ser considerats per primer cop per la matematica francesa Marie-
Sophie Germain (1776-1831) en els seus intents de provar el darrer teorema
de Fermat. Uns quants d’aquests sé6n 2,3,5,11,23,29,41,53,83,89,...,491,
509,593,... i el més gran que es coneix té més de 380 000 xifres.

Una seqiiéncia de nimeros de la forma [p, S(p),S(S(p)),...,S¥(p)], on
S™(p) =S(S™ 1(p)), en la qual tots els seus elements son primers s’anomena
cadena de Cunningham ([30]), en honor al matematic britanic Allan Cunning-
ham (1842-1928). En aquesta cadena, tots els elements menys I'altim sén pri-
mers de Germain. Un exemple de cadena completa, és a dir, que no es pot allar-
gar més, de mida 6 és [89,179,359,719,1439,2879], jaque 5759 = 13 x 443.
Es conjectura també que per a tot k € N hi ha infinites cadenes de Cunningham
de mida k. A la vegada, aquesta nova conjectura va ser estesa el 1904 per la
coneguda com a conjectura de Dickson ([35]), que no descrivim amb detall. En
poques paraules, afirma que fixades k € N expressions afins en n del tipus con-
siderat per Dirichlet, An + B amb coeficients naturals, en molts casos aquestes
donen lloc simultaniament a k nimeros primers, per a infinits valors de n.

CONJECTURA DE GRIMM. Donats k niumeros naturals consecutius, n+l1, ..., n+k
de manera que cap d’ells és primer, hi ha k primers diferents, q1, g2, ..., gk,
no necessariament ordenats, tals que cada g; divideix n + jperal < j < k.

Per exemple, els tretze nimeros consecutius entre 114 i 126 s6n compostos
(no primers) i tenen, respectivament, els divisors primers 2, 23, 29, 13, 59, 17,
3,11, 61, 41, 31, 5,1 7, tots diferents. Aquesta conjectura va ser proposada per
Grimm en un article del 1969 ([49]).
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2 Conjectures sobre numeros naturals

Recollim aqui diferents conjectures que tenen en comu el fet d’involucrar nu-
meros naturals, pero en les quals I'objectiu no és I'estudi dels nimeros primers.
Algunes d’aquestes consideren equacions diofantiques, és a dir, equacions
amb coeficients enters (i moltes d’elles polinomials) per a les quals només es
busquen solucions enteres.

CONJECTURA SOBRE ELS NUMEROS PERFECTES. Hi ha infinits ntimeros perfectes.

Es diu que un nimero natural n és perfecte si és igual a la suma de tots
els seus divisors menors que ell mateix. Aixi, el més petit és 6 = 1 + 2 + 3.
El primer a estudiar-los va ser Euclides, qui ja va demostrar que si 2™ — 1 és
primer, aleshores 2"~1(2" — 1) és un numero perfecte. Com ja hem comentat,
els primers de la forma M,, = 2™ — 1 s’anomenen primers de Mersenne, i no és
dificil veure que una condici6 necessaria perque 2™ — 1 sigui primer és que n
sigui primer. Aixo es deu al fet que si n = pq, aleshores

2" —1=(2P)1-1=2F -1)((2P)T1 + (2P)T 2+ .-+ 2P 1+ 1),

jaque x4 -1 = (x—-1)(x7! +x972 + ... + x + 1). La condici6 no és sufi-
cient, com mostra 'exemple M;; = 211 —1 = 2047 = 23 x 89. Ara bé, hi ha
una caracteritzacio dels casos primers introduida el 1878 pel matematic fran-
cés Edouard Lucas i completada el 1930 pel matematic nord-america Derrick
H. Lehmer. Avui en dia, aquesta condici6 es coneix com el test de primeritat de
Lucas-Lehmer; vegeu ([63, 98]) i les seves referencies. Aquest test ens diu que
si per a tot n € N introduim la seqiiéncia de numeros de Lucas-Lehmer

Lpa =Ly -2, Li=4,

aleshores, per an > 3, M,, = 2™ — 1 és primer si, i només si, M, divideix L,,_;.
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FIGURA 3: El 39¢ primer de Mersenne, trobat el 2001.
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Per exemple, com que M3 = 7 divideix L, = 14, tenim que 7 és primer. D'una
manera similar, Ms = 31 divideix L4 = 37634 = 31 x 1214 i, per tant, 31 és
primer. En canvi, es pot comprovar que M;; no divideix L. De fet, el 1876,
Lucas va utilitzar el seu resultat per a demostrar que M;»7 és un nimero primer
(de trenta-nou xifres). Avui en dia és el més gran trobat sense 1'ajut de cap
ordinador.

A finals del 2018 es va trobar el primer de Mersenne més gran conegut fins
avui, que correspon a n = 82 589933, és el que fa 51, té més de 24 x 10° digits
i també és el nimero primer més gran conegut. A la figura 3 es mostra un
segell dedicat al 39¢ primer de Mersenne.

Tots els numeros perfectes coneguts son de la forma 2"~1(2" — 1). Els
quatre primers ja van ser donats per Euclides i son 6, 28, 496 i 8128. Els tres
segiients eren coneguts al segle XII pel matematic egipci Ismail ibn Fallus:

33550336 = 212(213 - 1),
8589869056 = 26217 — 1) i

137438691328 = 218219 —1).
A Europa no es van trobar fins al segle xvI. Euler, al segle xXVIII, va provar
que tots els niumeros perfectes parells eren de la forma 2”71 (2" — 1). Aquest
resultat se sol coneéixer com el teorema d’Euclides-Euler. Avui en dia es coneixen
cinquanta-un nimeros perfectes parells i el més gran correspon al primer de
Mersenne esmentat a dalt.

Com a consequiencia del teorema d’Euclides-Euler, tots els niumeros perfec-
tes parells acaben en 6 o en 8. Provem-ho. Recordem que n ha de ser primer, i
sin > 2, aleshoresobé n =4m + 1 o bé n = 4m + 3. En el primer cas,

2nlen — 1) = 24m4mrl _ 1) = 16m(2 x 16™ — 1) =
=6"2x6M-1)=6(12-1) =6 (mod 10),
jaque 6™ = 6 (mod 10). Recordem que, donats ,s € N, = s (mod 10) si, i
només si, acaben amb la mateixa xifra. D’'una manera similar, si n = 4m + 3,
21 (2" —1) = 4x16™(8x16™—1) = 4x6(8x6—-1) =4(8—1) =8 (mod 10).

Per tant, el resultat es compleix per a tots els numeros perfectes més grans
que 6. Per a 6 és trivial.

L’expressio en base dos de tots els nimeros perfectes coneguts és ben
curiosa i es dedueix clarament de la igualtat

an-lpn 1)y =pn-lpn-lyon-2, ... 4221924 1)=

— 221172 + 221’173 4o+ 21’L+1 4on 21’171.

610 = 1102,
2810 = 11100,
49619 = 1111100003,
812810 =11111110000005.
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D’altra banda, és curi6s observar que tot nimero parell perfecte és la suma
dels primers 2" — 1 nameros enters i, també, si és més gran que 6, la suma de
tots els senars al cub fins a 2(*1/2 — 1. Per exemple,

6=2122-1)=1+2+3,
28=2%2(23-1)=1+2+3+4+5+6+7=13+33
496 =2%2°-1)=1+2+3+---4+29+30+31=13+33+53+73,
8128 =26(27 1) =1+2+3+---+126+127 =
=13+334+53+...4+13%+153,
33550336 =222 —~1) =1+2+3+---+8190 + 8191 =
=13 +33 453 4. 11258 + 1273,

s?@ﬁﬁ

FIGURA 4: Prova sense paraules d’'una féormula per trobar la suma dels
cubs.

Aquesta segona propietat es deu al fet que
2
i e (i k) B (n(n+ 1))2 _nPn+ 1)
k=1 k=1 2 4

vegeu la figura 4. Per tant,

PB+33+ . +2m-1P3=13+22+.. . +2m*H -23+43+ ...+ 2m)¥) =

_(2m)2(2m +1)? 23m2(m +1)2
- : - : -

Aixi, prenent m? = 2"! obtenim el resultat desitjat. La major part dels re-
sultats presentats en aquesta seccié han estat extrets de ’excellent treball de
revisio [113].

En resum, es conjectura que hi ha infinits nimeros perfectes, i també es
pensa que no n’hi haura cap de senar. De fet, si n’hi hagués algun, hauria de
ser més gran que 101°%0; vegeu [88].

m2(2m2-1).
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CONJECTURA D’ERDOS-STRAUS. Per a tot 2 < k € N, hi ha tres nimeros

naturals £, m i n tals que
4 1

_1.1
k ¢ m

3=

+

Paul Erdés i Ernst G. Straus van formular aquesta conjectura el 1948; ve-
geu [39] i les seves referéncies. Esta relacionada amb les anomenades fraccions
egipcies, que era la forma en que els antics egipcis representaven els niimeros
racionals. De fet, se sap que tot nimero racional és suma d'un nombre finit de
fraccions de la forma 1/n, totes diferents. Aquesta és una representacioé del
numero en fraccions egipcies i no ha de ser necessariament Unica. Per exemple,

4 1 1 1 1 1 1

5 272720 275 10

4 1.1 .1 1.1 1 1
17 5 30 510 5 29 1233 3039345

Al papir de Rhind hi ha una taula de fraccions egipcies per a molts nimeros
de la forma 2/k; vegeu [96]. De fet, les matematiques varen ser molt importants
a la civilitzaci6 egipcia; vegeu la figura 5.

FIGURA 5: Esfinx de Gizeh amb la piramide de Kefren de fons.

No és dificil provar que, si la conjectura fos falsa, el primer contraexemple
seria un nuamero k primer. En efecte, si k = pq, amb p,q € N, aleshores
I'expressio desitjada de 4/k es pot obtenir a partir de la de 4/p o0 4/q com
segueix:

4 1 4 1 (1 1 1 ) 1 1 1
—==—X—-—=—|z+—+—|=—+—+ —.
k p g p\£ m n/ pl pm pn

S’ha vist que la conjectura és certa per a tot k < 107,

Quan certes congruéncies es compleixen, és facil trobar la descomposicio
d’Erd6s-Straus. Per exemple, si k = 2 (mod 3), ésadir, k = 3j+2, j € N, tenim

4 4 1 1 1 1 1 1

kK~ 3j+2 3j+2 j+1 (G+1DBj+2) k k+1/3 T kk+1)/3
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Molt més en general, ja se sap que el resultat és cert sempre que
k #1,121, 169, 289, 361, 529 (mod 840),

com observa Guy al seu llibre [52], a partir de resultats de diversos autors;
vegeu també [62].

El mateix problema, pero per a fraccions de la forma 5/k, es coneix com a
conjectura de Sierpinski i és deguda al matematic polones Waclaw Sierpinski, fa-
mos en particular per definir el fractal conegut com a triangle de Sierpinski;
vegeu la figura 6.

FIGURA 6: Triangle de Sierpinski.

Si permetem que un dels valors ¥, m, n sigui enter negatiu, és molt facil
descompondre 4/k com volem. La clau es troba en el fet que si k = 2j + 1 és
senar, aleshores tenim

4 4 1 1 1 11 1

+ - = +
J+1 jU+DRj+1D L

Kk 2j+1

Sk

consulteu de nou [62].

CONJECTURA DE BROCARD-RAMANUJAN-ERDOS. Les tiniques solucions naturals
de I'equacio n! + 1 = m? son les parelles (n,m) € {(4,5), (5,11), (7,71)}.

Aquesta conjectura va ser proposada per primer cop pel matematic i me-
teoroleg frances Henri Brocard en un parell de treballs el 1876 i el 1885, pel
famos matematic indi Srinivasa Ramanujan el 1913 i, també, per Paul Erdés;
vegeu [9]. El1 1993, Overholt va demostrar que si la conjectura ABC, esmentada
a la introduccio, fos certa, aleshores I'’equaci6 considerada tindria un nombre
finit de solucions naturals; vegeu [89].

Una qiiestio que recorda aquesta conjectura va ser proposada el 2005 per
C. M. Tomaszewski quan es preguntava si els inics nimeros que a la vegada son
triangulars i factorials son 1, 6 i 120. Recordem que els nimeros triangulars
soOn els nimeros naturals 1 +2+3+---+m = w Per tant, la qliestio
és equivalent a: Son les parelles (n,m) € {(1,1),(3,3),(5,15)} les uniques
solucions naturals de 2(n!) = m(m +1)?

Una altra quiestié semblant és sobre I'equacié d’Erdés-Moser, 1" +2™ + - . . +
(m —1)" = m™", de la qual es conjectura que té com a tnica solucio 1 + 2 = 3.
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CONJECTURA DE GOORMAGHTIGH. Les Uniques solucions amb x > y > 1,
m,n > 2,ix,y,n,m e N de 'equacio

xm-1 y"-1

x -1 yv-1

son (x,y,m,n) = (5,2,3,5) 1 (x,y,m,n) = (90,2,3,13).

El matematic i enginyer belga René Goormaghtigh la va formular el 1917.
Clarament,

58-1 2°-1 . 903 -1 2131
5-1 2.1 oLt gDy T ooy T8O
A partir de la identitat x™ —1 = (x — 1)(x™ L +xM™ 2 4+ ... + x2 + x + 1),

tenim que les dues igualtats anteriors son equivalents a

1115 =11111, i 11190=11111111111115,

respectivament, on k, denota I’expressio d'un niimero natural en base £. Aixi, si
la conjectura és certa, 31 i 8191 serien els inics nimeros naturals que s’expres-
sen en dues bases diferents com a tires successives de ntmeros 1. Aquest tipus
de nimeros s’anomenen repunits. L’etimologia del nom és clara: repeticié d'uni-
tats. Observeu que tots els numeros de Mersenne, 2" — 1 son repunits en base 2.

CONJECTURA DE CARMICHAEL. Sigui @ (1) el nombre d’enters positius menors
o iguals que n € N que so6n coprimers amb 7. Aleshores, per a tot n € N
existeix un m # n tal que @ (n) = (m).

Recordem que es diu que dos numeros naturals son coprimers si el seu
maxim comu divisor és 1. La funcié ¢ s’anomena funcio @ d’Euler. Per exemple,
@(20) = 8,jaquel, 3,7,9, 11, 13,17, 19 sb6n els nics coprimers amb 20,
menors que ell.

El matematic nord-america Robert D. Carmichael va formular la conjectura
el 1922, quinze anys després de pensar que tenia una demostracio del mateix
resultat; vegeu [18, 19]. Se sap que si no fos certa, el contraexemple hauria de
tenir més de 1010 xifres.

Per exemple,  (69) = @ (92) = @ (138) = 44. També, per a tot primer p > 2,
@(p) = (2p) = p — 1. Una manera de provar-ho és usar la propietat que si
el mcd(m,n) = 1, aleshores p(mn) = @(m)p(n). Per tant, com que per
ap > 2, primer, mcd(2,p) =1, p(2p) = p2)@(p) = P(p).

CONJECTURA DE SINGMASTER. Hi ha un valor § € N tal que qualsevol nimero
diferent de 1 apareix al triangle de Tartaglia, com a maxim, S cops.

Aquest triangle de niimeros combinatoris es coneix a Occident amb els
noms triangle de Tartaglia o de Pascal, deguts al matematic italia Niccolo
Fontana (ca. 1499-1557), anomenat Tartaglia, i al matematic frances Blaise
Pascal (1623-1662). Tot i aixi, sembla que a Europa es va usar abans a Franca
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(Gersonides, segle X1v) i Alemanya (Petrus Apianus, segle xvi). De fet, molt
abans, ja es coneixia a 'India, a Pérsia (Iran) o a la Xina. Per exemple, a 'india al
voltant del segle 11 abans de Crist ja I'usava el matematic indi Acharya Pingala,
a I'Iran se I'anomena triangle de Khayydm, en honor a I’astronom i matematic
Omar Khayyam (1048-1131) i a la Xina se’l coneix com a triangle de Yang Hui
pel matematic del mateix nom que va viure entre 1238 i 1298. De fet, sembla
que a Peérsia i a la Xina aquest triangle era conegut fins i tot una mica abans dels
matematics que li donem nom. A la figura 7 se’'n pot veure una reproducci6
del 1303, que usa numeros xinesos tradicionals i una altra amb numeraci6

actual. Es curios observar que hi ha una errada al gravat xinés. S’assigna el
valor 34 a (;) en lloc del valor 35, tot i que el seu valor simétric (Z) és correcte;

vegeu també [111, p. 57].

‘PASCAL' TRIANGLE 12TH CENTURY AD
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FIGURA 7: Triangles de Tartaglia/Pascal.

El matematic britanic David Singmaster va proposar la conjectura que ens
ocupa, el 1971. Ell mateix va provar el 1975 que hi ha infinits valors que
apareixen com a minim sis vegades. Un d’ells és 120,

- (5)- (1) (9)-(2)- () ()

De fet, se sap que

R R R O B S R A

on per a cada i € N, n i k venen donats per les igualtats n = Fpj.2F2i+3 — 1,
k = F>iF»i13 — 1, on F; és el j-ésim numero de Fibonacci (amb Fo =01 F; = 1)1

m = (’,’(‘H), vegeu [104]. L'nic nimero conegut que apareix vuit cops és

o (29 (32 - 2 2)-(5)- 5 (3)- (3)
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Aixi, en cas de ser certa la conjectura, S > 8. Sembla que Singmaster pensava
que S podria ser 10 o 12. El que si que és facil veure és que qualsevol 1 < m € N
apareix un nombre finit de vegades. Aixo es deu al fet que el valor m només
pot aparéixer a les primeres m + 1 files.

CONJECTURA DE BEAL. Si A,B,C,¥,m,n € N so6n enters positius, amb
Y, m,n > 2itals que
Al +pm=cm,

aleshores A, B i C tenen un factor primer en comu.

Aquesta conjectura va ser formulada el 1993 pel banquer i matematic
aficionat Andrew Beal, mentre investigava extensions del célebre darrer teorema
de Fermat, del qual ja hem parlat a la introduccié. L’exemple 73 + 132 = 29
mostra per qué es demana que tots els exponents siguin més grans que 2. Es
clar que hi ha altres solucions amb A, B i C no coprimers. Per exemple, per a
k > 1, 2k 4+ 2k = 2k+1 g 33k 4 (D x 3k)3 = 33k+2

CONJECTURA SOBRE LA MAXIMA PERSISTENCIA MULTIPLICATIVA. Donat n €
N, sigui I[I(n) € N el producte de totes les seves xifres. Denotem com
Pm(n) € N el minim enter k tal que IT¥(n) = II¥*1(n), on MM°n) = n i
[Tk (n) = II(ITk-1(n)). Aleshores, per a tot n € N, Pm(n) < 11.

Donat n € N, el valor Pm(n) s’anomena persisténcia multiplicativa de n.
El seu significat es veu més clarament posant-ne un exemple. Si considerem
n = 68889, tenim que IT(68889) = 6 x 8 x 8 x 8 X 9 = 27648. Si continuem
aplicant successivament I1, obtenim

68889 — 27648 — 2688 — 768 - 336 -54~-20-0-0—-0~ ---,

és a dir, que Pm(68889) = 7, ja que I1”7(68889) = I18(68889) = 0 i no hi
ha hagut cap coincidencia anterior entre dos valors consecutius de les itera-
cions. Els numeros més petits amb persistencies multiplicatives 1,2,...,11
son 10, 25, 39, 77, 679, 6788, 68 889, 2677889, 26888999, 3 778 888999,
M = 277777788 888 899. De fet, se sap que no apareixen persisténcies més
altes per an < 10233,

Aquesta conjectura comenca amb el treball de Neil J. A. Sloane ([106])
publicat el 1973 al Journal of Recreational Mathematics. Observem que, per
exemple, I[TI(M) = 2193476, En general, una primera simplificacio ja observada
per ell és que la descomposicidé en factors primers de qualsevol II(n) amb
persisténcia més gran que 3 ha de ser o bé 2377 o 31577k i, per tant, només
cal estudiar la persisténcia d’aquests dos tipus de niimeros. L’afirmaci6 és certa,
ja que, com que II(n) és producte de niimeros d’una xifra, IT1(n) = 2i3Jj5k7m,
amb els exponents enters més grans o iguals que zero, i a més, si apareixen
alavegadael 2iel 5 ésadir, sii>0ik >0, I1¢(2i3/5k7™m) = 0, per a tot
0 <€ €N, ja que 2t3/5k7™ acaba en zero.

S’ha estudiat també el problema quan els nimeros estan expressats en
altres bases; vegeu per exemple [32]. El treball citat ataca el problema des del
punt de vista dels sistemes dinamics.
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CONJECTURA DE NO PALINDROMIA. Sigui f: N — N I'aplicacié definida per
f(n) =n +rever(n), on rever és I'aplicaci6 que inverteix I'ordre de les xifres
de n. Aleshores hi ha infinits valors de » tals que si es consideren tots els
nimeros fX(n),pera0 <k e N,on f° =1Idi fk(n) = f(f*1(n)), cap d’ells
és capicua. A més, el menor d’aquests numeros és 196.

Com en la conjectura anterior, comencem amb un cas senzill per entendre
millor I'enunciat. Per exemple, si prenem n = 183, f(183) = 183 + 381 = 564, i
tenim

183 -564—564 +465=1029-1029+9201=10230-10230+3201=13431,

que és capicua. Si es comenca amb n = 89, es necessiten vint-i-quatre iteracions
per trobar un valor capicua, que és 8 813 200023 188. Resulta que si es comenca
amb n = 196, encara no s’ha trobat cap iterat que sigui capicua, tot i els milions
que se n’han fet ([87]). Es desconeix qui va ser el primer que va estudiar aquesta
quiestio; la referéncia més antiga és un treball de Lehmer ([73]) a la revista
belga de divulgacio matematica Sphinx, que només es va publicar entre 1931
1 1939. La qiiestio es va tornar a popularitzar a partir del treball de Trigg ([110]),
publicat el 1967. En anglés, els nimeros n tals que cap dels seus iterats és
capicua s’anomenen de vegades ntimeros de Lychrel (gairebé un anagrama del
nom Cheryl).
Els primers niimeros que podrien ser de Lychrel son

196, 295,394,493, 592,689, 691, 788, 790,879, 887,978, 986, . ..

A la figura 8 fem la grafica de la funcié h que assigna a cada n € N el minim
valor h(n) < 1000 que fa que f*™ sigui capicua, o 1000 en cas que cap
dels 1000 primers iterats ho sigui. Per claredat, restringim la grafica a la
banda 1 < h(n) < 40. Els pics que presenta corresponen als tretze valors de
la llista anterior. Observeu que, per a tots els altres valors, h(n) és, com a
maxim, 24. De totes maneres, es pot veure que hi ha valors »n > 1000 tals que
h(n) és molt més gran. L’autor agraeix a Toni Guillamon que hagi compartit el
codi que permet generar aquesta figura.
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FIGURA 8: Possibles numeros de Lychrel.
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En resum, avui en dia no es coneix cap niumero de Lychrel en base 10. Per
altra banda, si que se sap que hi ha nimeros de Lychrel en base 2. Per exemple,
n = 10110, (que correspon a 22 en base 10) ho és. Aixo es deu al fet que
f*(m) =101101002, ja que

10110, -101102+01101,=1000112-10101002—11010012—-101101002,

f8(m) = 1011101000,, f2(n) = 1011110100002, i, en general, com es
demostra a [15], després de 4m iteracions s’arriba a un niimero que comenca
en 10, després té m + 1 uns, segueix un 01 i acaba amb m + 1 zeros.

Els palindroms formats per frases han estat sempre un tema de gran interes.
N’hi ha molts i de molt macos; vegeu la figura 9.

FIGURA 9: Palindroms donats per frases capicua.

CONJECTURA DE SELFRIDGE. El menor nimero senar k € N tal que k x 2" + 1
és no primer, per atotn € N, és k = kg = 78 557.

En general, un nimero senar k € N es diu de Sierpinski si k x 2™ + 1 és
no primer per a tot n € N. Aixi, en altres paraules, la conjectura afirma que
ko és el menor nimero de Sierpinski. De fet, el 1960 Sierpinski va provar
que hi ha infinits nimeros de Sierpinski. Els primers que es coneixen soén kj,
2711291 271577. La prova que ko ho és es deu al matematic nord-america
John L. Selfridge, qui va fer la conjectura que ens ocupa el 1962. Actualment,
els inics candidats a desbancar el valor kg sén 21 181, 22699, 24737, 55459,
i 67607. Per a tots els altres valors de k < kg, hi ha un n(k) de manera que
k x 2n%) 4 1 és primer. De fet, fins al 2017 hi havia el 10223 a la llista anterior,
pero es va demostrar que 10223 x 231172165 1 1 ég primer.

Per als nimeros de la forma k x 2" — 1, que es diuen de Riesel, en honor al
matematic suec Hans Ivar Riesel, hi ha resultats i problemes similars. En aquest
cas, el menor k trobat que compleix la propietat desitjada és 509 203.

3 Altres conjectures

Aquesta seccid és d'un caire miscellani, ja que compreén moltes arees diferents
de la matematica.
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VERSIO DE LAGARIAS DE LA HIPOTESI DE RIEMANN. Si H,, = Z}L 1 1/j, aleshores

z d < Hn r eXp(H‘n) h'l(Hn),
dln

amb igualtat només per an = 1.

En ’enunciat, els valors H, son les sumes parcials de la serie harmonica i
son coneguts com a numeros harmonics,i o(n) = 3 ;,, d és la funcio suma dels
divisors de n. Per exemple, o (6) = 12 i, de fet, per a tots els nimeros perfectes
o(n) = 2n. Es té que Hg + exp(Hg) In(Hg) ~ 12.83; vegeu també la figura 10.
Tot i que la conjectura anterior només involucra conceptes senzills, Lagarias
a [68] prova que és equivalent a la famosa hipotesi de Riemann, enunciada pel
matematic alemany el 1859. Recordem-la breument. Considerem la funci6 zeta
de Riemann definida com segueix: al semipla complex Re(s) > 1, és la serie
convergent

Cis) = ni

n=1

i al semipla tancat complementari, és la seva extensio analitica; vegeu [37, 38,
91]. Es conegut que aquesta funcié només té una singularitat a s = 1, que és un
pol simple. La hipotesi de Riemann afirma que tots els zeros no reals de € estan
sobre la recta Re(s) = 1/2. Si la conjectura fos certa, implicaria un coneixement
millor de la distribuci6 dels niimeros primers i tindria moltes aplicacions en
altres problemes de la matematica i la fisica; vegeu de nou [37, 68]. De fet,
avui en dia aquesta conjectura esta considerada una de les més importants en
matematiques.
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FIGURA 10: Valors de H,, + exp(H,) In(H,) — o(n) per an < 1000.



Conjectures 91

CONJECTURA 3x + 1. Si per a qualsevol xg € N, considerem la succes-
Si0 {xXnln>0

3xn+1 .

— quan x, és senar,
Xn+1 = g(xXn) = Xn

o quan x, és parell,

hi haun N = N(xg) tal que {xy}.>n és la successi6 2,1,2,1,2,1,...

Per exemple, si comencem amb xy = 11, la successio és 11,17,26,13, 20, 10,
5,8,4,2,1,2,1,... En llenguatge dinamic, la conjectura ens diu que I'orbita de
tota condici6 inicial natural acaba en I’0rbita 2-periodica {1,2}. A la figura 11
es mostren els 164 iterats que es necessiten per a arribar fins a 2, si xg = 6171.
De fet, per primer cop xi164 = 2 i el més allunyat és x4 = 487 700. Se sap que
el resultat és cert per a tot xo menor que 87x269. Hi ha molta més informacio
als articles de revisi6 [24, 67, 69]. Segons 'autor d’'un d’ells, Jeffrey C. Lagarias,
«aquesta conjectura és un problema extraordinariament dificil, completament
fora de I'abast de les matematiques d’avui en dia».

De vegades es presenta una versio equivalent de la conjectura en la qual
el 3”‘3—“ es canvia simplement per un 3x, + 1 en la definicié de g. Aquesta
equivaléncia es deu al fet que 3x, + 1 és sempre parell. Es clar que aleshores la
conjectura té un enunciat equivalent al que afirma que tota successié {xy}n>0
té els termes 4,2,1,4,2,1,4,2,1,... per an > N(xg). Obviament, com que les
orbites s’allarguen, el nou valor de N (x() per al qual la successio6 arriba al seu
comportament limit augmenta.
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FIGURA 11: Orbita corresponent a xo = 6171 fins a arribar al valor 2 i
ampliaci6é dels darrers valors.

Sembla que la primera persona que va estudiar aquesta qiiestio va ser el
matematic alemany Lothar Collatz, pels volts del 1930. També es coneix com a
conjectura de Collatz, conjectura d’Ulam, problema de Kakutani o problema de
Syracuse.
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El resultat no és cert per a xo € Z no positius. Comencant amb xg €
{0, -1, -5, —17} apareixen quatre comportaments finals diferents. Per exemple,
tenim -5,-7,-10,-5,—-7,—10,... De moment no s’han trobat altres compor-
taments finals.

L’aplicacié g es pot estendre als numeros reals o als complexos, com

(z)—zcosz (Ez) N 32+lsin2 (E )_ 1+4z—(1+2z)cos(rrz)
9t2) =5 2 2 2%)~ 4 '

Aquesta aplicaci6 presenta dinamiques complicades; vegeu [23, 75].

CONJECTURA JACOBIANA. Si F: C" — C" és una aplicaci6 polinomial tal que
det(DF(x)) = c,on 0 # ¢ € C, aleshores F és globalment invertible (i la seva
inversa també és polinomial).

Aquesta conjectura va ser proposada pel matematic alemany Ott-Heinrich
Keller el 1939 per a polinomis amb coeficients enters i, amb el temps, es va
estendre al cas general. De vegades se ’'anomena, també, problema de Keller.
L’afirmaci6 que la inversa és polinomial esta entre paréntesis perque ja s’ha
provat que, si F és globalment invertible, aleshores obligatoriament la inversa
és també polinomial. De fet, pels resultats de Bialynicki-Birula i Rosenlicht
del 1962 i de Rudin del 1995, se sap que fins i tot n’hi ha prou amb provar
només que F és injectiva. Per a tenir més informaci6é sobre la conjectura i
referéncies dels resultats que descrivim a continuacio, podeu consultar la
monografia d’Arno van den Essen sobre el tema ([44]).

Recordem que DF indica la matriu jacobiana de I'aplicacio. Aixi, si F admet
una inversa global diferenciable, diguem-ne G, tenim que G (F(x)) = x. Derivant,
obtenim DG (F(x))DF(x) = Id. Prenent determinants, tenim que

det(DG(F(x)) det(DF(x)) =1,

i, en conseqiiéncia, det(DF(x)) # 0 per a tot x € C. Ara bé, si F és una aplicacio
polinomial, det(F(x)) és un polinomi en n-variables a C, i I'nica manera
perqué no s’anulli mai és que sigui una constant. En poques paraules, acabem
de veure que det(DF(x)) = ¢, amb 0 # ¢ € C, és una condici6 necessaria
perque una F polinomial sigui globalment invertible. Pel teorema de la funci6
inversa, aquesta condici6 implica I'’existéncia d’inversa local a tots els punts. El
que ens diu la conjectura és que aquesta condicié també és suficient.

La conjectura només es planteja per a polinomis, ateés que per a funcions
analitiques ja se sap que no és certa. L'exemple que se sol presentar és I'aplica-
ci6 de C? en si mateix,

F(x,y) = (Fi(x,¥),F2(x,¥)) = (V2e¥/? cos(ye™),~/2eX/? sin(ye™)).
En aquest exemple, per a tot (x, y) € C?,

oFi(x,y) 0F2(x,y) ok (x,y) dFa(x,y) _
0x oy oy ox

det(DF(x,y)) = 1,

pero F(0,y + 2km) = F(0,y) per atot k € Z.
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Usant resultats basics d’algebra lineal, és clar que la conjectura es compleix
quan F té grau 1. Si F té grau 2, la conjectura es compleix, tal com va demos-
trar Stuart Wang I'any 1980. El més curios d’aixo és que, també a principis
dels vuitanta, Bass, Connell i Wright, per una banda, i Yagzhev, per una altra,
van provar que si la conjectura fos certa en qualsevol dimensio, per a totes
les F de grau 3, també seria certa en general i per a qualsevol dimensio.

Aixi mateix, és molt facil veure que la conjectura és certa en dimensio 1,
pero per a n = 2, fins i tot en el cas d’aplicacions polinomials reals, encara és
un problema obert.

En l'original article [43], 'autor explica que segons una enquesta feta per ell
I’'any 1977 entre els assistents a un congreés sobre el tema, el 62.4 % pensava
que la conjectura en general seria falsa.

En cap moment hem parlat de la «finor» d'una conjectura. Direm que una
conjectura és fina si debilitant una mica les seves hipotesis ja no és certa. En
aquest sentit, és famosa la broma que es fa sobre la conjectura jacobiana. Seria
la «metaconjectura» segiient: si una conjectura és més forta que la conjectura
Jacobiana (és a dir, la implica pero no és equivalent), aleshores és falsa. Fins
al moment, aquesta metaconjectura s’ha mostrat certa! Per exemple, durant
uns quants anys es va pensar que per a aplicacions polinomials reals de R"
en si mateix, es podia substituir la hipotesi det(DF(x)) = ¢ # 0 per la hipotesi
meés débil det(DF(x)) # 0, per a tot x € R", i el resultat d’invertibilitat global
seguia essent cert. L'any 1994, Pinchuk va donar el primer contraexemple per
an =2igrau 25.

CONJECTURA DE CASAS-ALVERO. Si un polinomi P de grau n a C[x] té alguna
de les seves arrels en comd amb cada una de les seves derivades P®), k =
1,2,...,n—1, aleshores P(z) = a(z — b)"* peracerts 0 # a,b € C.

En principi, les arrels comunes entre P i cada P®¥) poden dependre de k,
pero, si la conjectura fos certa, precisament ens diria que aquesta arrel sempre
ha de ser la mateixa. Casas-Alvero va arribar a aquest problema a principis
d’aquest segle treballant en el seu article [20], en el qual intentava obtenir
criteris d’irreductibilitat per a séries de poténcies complexes en dues variables.
A [21] podeu llegir una explicaci6 de la conjectura en les seves propies paraules.

Els graus més petits per als quals la conjectura no s’ha provat sén n = 24, 28,
0 30. També se sap que és certa quan n és de la forma p™, 2p™, 3p™ o0 4p™,
per a un cert primer p i m € N; vegeu [22, 34, 36, 47].

Quan P € R[x], afegint que totes les seves arrels son reals, també es
conjectura el resultat equivalent.

La conjectura no és certa per a polinomis sobre cossos amb caracteristi-
ca p # 0. Per exemple, considerem P(x) = x%(x? + 1) en caracteristica 5 amb
arrels 0, 0, 2i 3. Aleshores P’ (x) = 2x(2x2+1),P"(x) = 12x2+2 =2(x%2 +1)
i P (x) = 4x, i tots ells comparteixen arrels amb P.
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CONJECTURA SOBRE LA NORMALITAT DE 17. Per a tot 0 < k € N, en I’expressio
decimal de 1t qualsevol bloc de k digits apareix amb probabilitat 10,

Un numero real x es diu normal (en base 10) si, en les seves xifres decimals,
qualsevol bloc de k digits apareix amb una freqiiéncia relativa limit 107%;
vegeu [5, 65, 84]. Més concretament, si B és un bloc qualsevol de k digits i
denotem amb m, (B, x) el nombre de vegades que el bloc B apareix en les
primeres n xifres decimals de x, aleshores, per a tot bloc B,

lim e o
TR n 10k

Els niimeros normals sén, d’alguna manera, els «més aleatoris». El matematic
francés Emile Borel va demostrar que gairebé tots els nimeros sé6n normals,
pero no és gens facil donar-ne exemples concrets. Alguns dels nimeros nor-
mals més famosos s6n

0.12345678910111213...,0.149162536496481...,0.2357111317192329...

Aquests corresponen a posar de manera consecutiva el nimeros naturals, els
quadrats o els nimeros primers, respectivament. Les proves corresponents son
de Champernowne (1933), Bezikévitx (1935), i Copeland i Erdds (1946).

Si 7 fos normal, en particular, la proporcié de qualsevol dels deu digits a
les seves xifres decimals seria 1/10. Les comprovacions que s’han fet fins al
moment semblen donar suport a la conjectura. Per exemple, segons els calculs
de Kanada del 1995 (vegeu [33, cap. 10]), les primeres 6 x 109 xifres decimals
mostren les freqiiencies seglients:

«0»: 599963005, «5»: 600017176,
«1»: 600033260, «6»: 600016588,
«2»: 599999169, «7»: 600009044,
«3»: 600000243, «8»: 599987038,
«4»: 599957439, «9»: 600017038.

Tampoc se sap si v/2 0 e sOn normals.

CONJECTURA SOBRE LA IRRACIONALITAT DE y. El nimero

. 1 1 1
y—hm<1+§+—+---+£—ln(n)>

Nn—oo 3
és irracional.

La constant y s’anomena constant d’Euler o d’Euler-Mascheroni i és, con-
juntament amb 77, e i el nimero d’or ®, una de les més famoses dins de les
matematiques. El seu nom prové dels estudis del matematic italia Lorenzo
Mascheroni, qui el 1790 la va calcular amb dinou xifres decimals correctes, i
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dels de Gauss, qui el 1812 la va obtenir amb quaranta xifres significatives. El
seu valor aproximat és y ~ 0.577218. Es un niimero que apareix a moltissims
llocs; vegeu [55, 70]. Veiem-ne uns quants exemples:

o0 00 2
y=- [ ermeody, [Temioax=y?s T
0 0

L
nk

[e9) k o0

y= 3D oz - >

k=2 n=1

i € ésla famosa funcié zeta de Riemann. Gronwall ([50]) el 1913 prova

limsup — M _
msup nin(ln(n))

’

on recordem que o (n) denota la suma de tots els divisors de n.

Se sap que T, e i ® sOn irracionals. Intentar provar que y també és irracional
és un dels grans reptes per a la comunitat matematica. S’ha demostrat que si
fos racional, el seu denominador hauria de ser més gran que 10244663 A [107]
es desenvolupen criteris per intentar provar-ho.

Una altra constant famosa és la constant de Catalan,

0 ( I)n I I I
E — - _—— — - = .9' 9 94...

S’anomena aixi en honor al matematic francobelga Eugéne C. Catalan, qui en
un article del 1883 ja la va denotar per G. Apareix sovint en treballs sobre
combinatoria. Es pensa que G és irracional, pero aquest fet no s’ha pogut
demostrar. Més en general, es pot considerar 'anomenada funcié B de Dirichlet:

[}

_ =nr
hls) = go n+1)s’

de manera que G = B(2). Per una banda, per exemple, (1) = /4, B(3) =
13 /32 son irracionals. Per una altra, tot i que, com ja hem dit, no s’ha pogut
demostrar que B(2) ho sigui, hi ha un resultat molt curiés en aquesta direccio
([117]): com a minim, un dels sis nameros B(2k), k = 1,2,...,6, és irracional.
De fet, fins fa poc s’intentava demostrar la que es coneixia com a conjectura
de Catalan, proposada per ell el 1884. Segons aquesta, els dos unics nimeros
naturals positius consecutius que séon potencies naturals d'un nmero natural
son el 8 = 23 i el 9 = 32, El 2002, aquesta conjectura es va convertir en un
teorema degut al treball [80] del matematic romanés Preda Mihailescu.
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CONJECTURA SOBRE LA SEQUENCIA DE KOLAKOSKI. Si considerem la seqiiéncia
autogenerada de Kolakoski

xX=12,2,1,1,2,1,2,2,1,2,2,1,1,2,1,1,2,2,1,2,1,1,2,1,2,2,1,1,...,

aleshores

lim nombre d'uns entre els n primers termes de X 1
n—oo n 2

Comencem explicant que vol dir que la seqliencia K sigui autogenerada.
A partir d'una seqiiéncia qualsevol S formada només per successius 11i 2, en
construim una altra S’ formada pels nimeros naturals que corresponen al
nombre de vegades consecutives que surt cadascun dels digits, en el mateix
ordre en el qué apareixen a la seqiiéncia. Per exemple,

$s=1,2,2,2,1,1,1,1,2,1,2,1,1,1,2,1,... = S’ = 1,3,4,1,1,1,3,1,...

La seqiiéncia s’anomena autogenerada si S = S’ i, per tant, (S’)’ = S. Clarament,
en una seqiiencia autogenerada no hi ha ni més de dos 1 ni més de dos 2
consecutius. Pensant una mica no és dificil veure que n’hi ha només una que
comenci amb 1, que es denota per K, que es va «autogenerant» i que els seus
primers termes son els de I'’enunciat de la conjectura. Aixi, X' = XK. La que
comenca amb 2 no és més que la mateixa X sense el primer 1. Es un problema
obert trobar una expressio explicita per al seu terme enesim. A molts llocs es
coneix també com a seqtiencia d’Oldenburger-Kolakoski. El seu nom es deu a
I’artista i aficionat a la matematica recreativa nord-america William Kolakoski,
qui la va descriure el 1965, tot i que ja I’havia considerat el 1939 el matematic i
enginyer, també nord-america, Rufus Oldenburger.
A [86] es prova que existeix un N tal que

nombre d’uns entre els n primers termes de K 3 % < 0.00008,

n=N n

resultat que és coherent amb la conjectura, tot i que ni tan sols prova que el
limit que es vol calcular existeix.

Hi ha seqiiencies de Kolakoski que usen altres niumeros. Per exemple, usant
nomeés 1 i 3 tenim la successiod

1s3,3,3,1,1,1,3,3,3,1,3,1,3,3,3,1,1,1,3,3,3,1,3,3,3,1,3, 3,3, ...,

que és autogenerada, i també es poden obtenir seqiiencies autogenerades usant
alfabets amb més numeros.

CONJECTURA DE FRANKL. Sigui F una familia finita no trivial de conjunts finits
de manera que, si A,B € F, es compleix que A U B € F. Aleshores hi ha un
element que pertany com a minim a la meitat dels conjunts de F.
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Les families de conjunts F que compleixen aquesta propietat s’anomenen
families tancades per la unio. Que la familia sigui no trivial, senzillament vol
dir que té algun element més que el conjunt buit. Aquesta conjectura va ser
proposada el 1979 pel matematic hongares Péter Frankl.

Hi ha casos especials en els quals la prova és senzilla. Per exemple, suposem
que F té un conjunt C = {x} que té un sol element. Siguin A, Ay, ..., A tots
els elements de ¥ que no contenen x. Aleshores AjuU {x}, j =1,2,...,k, també
han de ser elements de F i, obviament, contenen Xx. Per tant, com a minim la
meitat dels elements de F contenen x.

Se sap també que la conjectura és certa, per exemple, per a families formades
com a maxim per quaranta-sis conjunts ([95]) o per a families en les que la unio
de tots els seus conjunts té com a maxim onze elements ([13]).

CONJECTURA DE TOEPLITZ. Qualsevol corba plana, continua, tancada i simple
conté quatre punts que son els vertexs d'un quadrat.

Recordem que una corba plana, continua, tancada i simple ve donada per
una aplicacio continua i injectiva f: S! — R? i s’anomena corba de Jordan, en
honor al matematic frances Camille Jordan. Aquesta conjectura va ser pro-
posada pel matematic alemany Otto Toeplitz I'any 1911 i de vegades també
és coneguda com la conjectura del quadrat inscrit; vegeu la figura 12. Podeu
consultar-ne molta informacié a 'excellent treball de revisio [78]. En particular,
se sap que és certa si la corba envolta un conjunt convex (és a dir, tal que, do-
nats dos punts qualssevol del conjunt, el segment que els uneix esta totalment
contingut al conjunt), si ve donada per una funcié dos cops derivable amb con-
tinuitat, o si esta formada per un nombre finit de trossos analitics, de manera
que cada tros té un nombre finit de punts d'inflexi6 o altres singularitats, i als
punts de no analiticitat les derivades per la dreta i '’esquerra existeixen; per
a més detalls, vegeu [40]. Aixi, en particular, és certa per a tots els poligons.
Es pot veure que els triangles obtusangles admeten un sol quadrat inscrit; els
rectangles, dos, i els acutangles, exactament tres.

FIGURA 12: Un quadrat inscrit.
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Hi ha resultats provats quan, en comptes d'un quadrat, es busca una altra
figura inscrita. Per exemple, Nielsen ([85]) prova el 1995 que hi ha molts rombes
i parallelograms inscrits. Per altra banda, Meyerson ([79]) inclou al seu treball
una prova basada en una conferéncia de Vaughan del 1977 de I'existéncia d'un
rectangle inscrit per a tota corba de Jordan. La prova és molt maca i esta basada
en eines purament topologiques.

CONJECTURA D’ERDOS-SZEKERES. Per a tot 2 < n € N, el minim nombre de
punts al pla, de manera que mai tres d’ells estan alineats, pero que sempre n’hi
ha n que son vértexs d'un poligon convex de n costats, és f(n) = 2" 2 + 1.

Aquest problema, sense donar I’expressié general de f(n), sembla que va
ser proposat i resolt per a n = 5 per la matematica australianohongaresa Esther
Klein el 1933 en un seminari; vegeu una illustracié per a n = 6 a la figura 13.
L’existéncia d'una funcié f(n) i la conjectura per a la seva expressio explicita
es deuen al treball del 1935 ([42]) de Paul Erdés i del també matematic austra-
lianohongares George Szekeres, qui va acabar casant-se amb Klein (després,
Esther Szekeres).

FIGURA 13: Una situaci6 de la conjectura d’Erd6s-Szekeres per an = 6
amb disset punts.

La soluci6 per a n = 5 ja apareix el 1935 al treball [42], atribuida a Endre
Makai. Curiosament, el 2006, de nou Szekeres i Peters ([108]) proven la con-
jectura per a n = 6. Es, probablement, el cas d’interval de temps més llarg
entre dues publicacions matematiques del mateix autor i sobre el mateix tema:
setanta anys. De fet, el treball és postum, ja que George Szekeres va morir
el 2005. També és conegut que, per a tot n, la funcié f(n) és més gran o igual
que 22 + 1.

CONJECTURA DELS BILLARS TRIANGULARS. En un billar triangular sempre hi ha
una trajectoria periodica.
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Comencem prenent un billar convex tal que la seva vora ve donada per
una corba diferenciable i amb derivada continua. Considerem les trajectories
d’una bola puntual que es mou sense fregament i que rebota a les vores de la
manera natural, és a dir, de manera que I’angle d’incidéncia és igual a I’'angle de
reflexio. Es conegut que sempre hi ha trajectories periodiques ([64]). El nombre
de vegades que una trajectoria periodica toca la vora s’anomena el seu periode.

FIGURA 14: Trajectories de periode 3 i 6 en un billar triangular acutangle.

Si prenem un billar convex, pero de manera que la seva vora és un poligon, té
sentit plantejar-se si també sera cert que sempre hi ha una trajectoria periodica.
En aquests billars, si en algun moment la bola toca un dels vértexs de la vora,
es considera la trajectoria com a acabada i, per descomptat, no periodica.
Curiosament, fins i tot per a billars triangulars aquesta qiiestié és un problema
obert.

Comentem alguns casos particulars de billars triangulars en els quals se sap
que la conjectura és certa. Per exemple, quan la vora és un triangle acutangle
sempre hi ha una trajectoria periodica de periode 3. Aquesta trajectoria esta
formada pel triangle que té com a vértexs els punts base a les vores de les tres
altures; vegeu la figura 14. Molta de la informacié que donem esta extreta del
treball [66], que esta dedicat als microlasers triangulars organics, i de [4, 53]. A
la trajectoria anterior de vegades se 'anomena trajectoria de Fagnano, en honor
al matematic italia Giulio Fagnano, qui ja la va trobar el 1775 per resoldre un
altre problema: buscar el triangle inscrit en un triangle acutangle amb longitud
minima. La conjectura també és certa per a triangles rectangles ([27, 114, 115,
61]), per a triangles isosceles ([27]), per a triangles obtusangles en els quals cap
angle té més de 100 graus ([101]), per a altres triangles obtusangles ([53]) i per
a triangles racionals ([12]). Recordem que un triangle s’anomena racional si
tots els seus angles son multiples racionals de 7r.

CONJECTURA DEL SOFA MES GRAN. L’area maxima d’un «sofa» pla que pot
lliscar per un passadis pla d’amplada 1 amb forma de L és Sy = 2.219531...

Aquest problema va ser proposat pel matematic austrocanadenc Leo Moser
el 1966. Matematicament, un sofa sera qualsevol figura plana connexa amb
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area ben definida. En el treball [97] es poden trobar més refereéncies i detalls
sobre el tema i és el que hem consultat per a la breu explicacidé que segueix.
Observem que la conjectura que presentem nomeés dona les primeres xifres
significatives de Sy.

FIGURA 15: Sofas simples i sofa de Hammersley.

Es facil trobar sofas d’area 1 (quadrat) i d’area 1r/2 (semicircular) que poden
travessar el passadis. El primer sofa amb una mica de meérit és conegut com
a sofa de Hammersley i té area 1t/2 + 2/1 = 2.2074. Aquest s’assembla al
perfil de I'auricular d'un teléfon fix antic i esta format per un rectangle de
mides 1 X 4/, al qual s’ha tret un semicercle de radi 2/7r, i s’hi han afegit dos
quarts de cercle de radi 1 als costats; vegeu la figura 15. Observeu que la seva
vora esta formada per sis trossos de corbes algebraiques.

El conegut com a sofa de Gerver és una petita variacié del de Hammersley, és
a dir, té una forma semblant, pero en aquest cas la seva vora esta formada per
divuit trossos de corbes analitiques de les quals tres son rectes i quinze venen
donades com a solucions d’un sistema no lineal de quatre equacions. Aquestes
corbes també es poden veure com a solucions de certes equacions diferencials.
Les primeres xifres decimals de I'area del sofa de Gerver son les que proposa
la conjectura.

El 1968, Hammersley ja va demostrar que So < 2+/2 =~ 2.8284 i, el 2017,
Kallus i Romik van millorar el seu resultat, provant que Sy < 2.37.

Una qiiestié que recorda molt la conjectura del sofa és ’anomenat problema
de Kakeya, proposat el 1917 pel matematic japonés Soichi Kakeya. La nostra
principal font és el capitol «The finite Kakeya problem» de I'interessant llibre [1].
Kakeya es preguntava quin era el subconjunt més petit del pla en el qual una
agulla de longitud 1 pot girar sense sortir-ne fent una volta completa. La
matematitzacié de la paraula girar és que els moviments de 'agulla siguin
continus. Pensant una mica, és clar que ho pot fer en un disc de diametre 1 (area
/4 =~ 0.785) 0 en un triangle equilater d’altura 1 (area +/3/3 = 0.577). De fet,
Juluis Pal el 1920 va demostrar que aquest triangle és la figura convexa d’area
minima que ho permet. Pero sembla que el mateix Kakeya ja va trobar una
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figura no convexa d’area més petita. Concretament, una figura amb vora una
corba anomenada deltoide, amb area 17/8 ~ 0.393, que ve donada pels punts
del pla que compleixen

27
256 = O

vegeu la figura 16. La gran sorpresa va ser quan el matematic rus Abram S. Be-
zikovitx el 1928 va trobar conjunts complicats, amb molts forats i diametres
grans, que permetien fer-ho i tenien area tan petita com es volgués. Més en-
davant Cunningham ([31]) va aconseguir provar el mateix, pero amb conjunts
sense cap forat i que cabien dins d'un cercle de diametre 2.

(x% + )2 = 2x(x* - 3y°) + %(x2 + %) -

FIGURA 16: Corba deltoide.

En els seus treballs, Bezikovitx va comencar a tractar un problema relacio-
nat, definint un conjunt de Kakeya (avui en dia també conegut com a conjunt
de Bezikovitx) com un subconjunt de R", n > 2, que conté el segment unitat
('agulla) en totes les orientacions possibles. Observeu que s’ha eliminat la
hipotesi que I'agulla s’ha de moure continuament i es considera el problema en
dimensio6 arbitraria. Aleshores Bezikovitx va demostrar el sorprenent resultat
de que per a tot n > 2, hi ha conjunts de Kakeya amb mesura O.

Per a distingir millor entre tots els conjunts que tenen la mateixa mesura,
el 1918 el matematic alemany Felix Hausdorff va introduir el que avui en dia
s’anomena dimensio de Hausdorff o, també, dimensio de Hausdorff-Bezikovitx.
No entrarem en detalls sobre la seva definici6; simplement comentarem que,
donat un conjunt C C R", el fet que aquesta dimensi6, que com a maxim és n,
no sigui un enter és una de les condicions perque C sigui el que s’anomena
un conjunt fractal. Per exemple, els conjunts numerables tenen mesura O i
dimensio de Hausdorff 0, i el famos conjunt de Cantor, contingut a R, té
mesura 0 i dimensi6 de Hausdorff In(2)/In(3) =~ 0.63. Per a més detalls,
consulteu [45].

L’anomenada conjectura de Kakeya afirma que, per atot 2 < n € N, la
dimensio de Hausdorff de tot conjunt de Kakeya a R™ és n. Aquesta conjectura
només ha estat provada per a n = 2; vegeu-ne dues illustracions a la figura 17.
Si fos certa, ens diria que tot i que els conjunts de Kakeya poden tenir mesura 0,
la seva dimensi6é de Hausdorff és la més gran possible o, en altres paraules,
que estan «molt plens de punts».
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/A

FIGURA 17: Cobriments amb tres i quatre copies homotétiques a R? tal
com afirma la conjectura de Levi-Hadwiger, ja provada al pla.

CONJECTURA DE LEVI-HADWIGER. Qualsevol cos convex inclos a R" es pot
cobrir per 2n o menys copies homotetiques (més petites) d’ell mateix. A més,
nomeés se’n necessiten 27 si el cos és un parallelepipede.

Recordem que un cos es diu que és convex si, donats dos punts qualssevol
d’aquest cos, el segment que els uneix hi esta totalment contingut. Aquesta
conjectura va ser proposada independentment, el 1955, pel matematic alemany
Friedrich W. Levi i, el 1957, pel matematic suis Hugo Hadwiger. De fet, el mateix
Levi ([76]) va demostrar que la conjectura és certa per a n = 2.

Aquesta conjectura i moltes altres sobre el que s’anomena geometria discre-
ta es poden consultar a la monografia [14].

4 Utilitat didactica i practica de les conjectures

El matematic britanicolibanés Michael F. Atiyah, en el seu llibre [3], comenta:
«Alguns problemes obren portes, alguns les tanquen i uns altres queden com a
curiositats, pero tots ells aguditzen el nostre enginy, actuen com a reptes a la
nostra inventiva i posen a prova els nostres coneixements». Aquesta afirmacio
es pot aplicar, sens dubte, a les conjectures matematiques.

No puc deixar de parlar en aquest punt d’'un exemple recent de conjectura
Iadica i que té petites semblances amb les conjectures sobre la maxima persis-
téncia multiplicativa i la de no palindromia. Basant-se en una conversa entre
els protagonistes de la famosa série televisiva The Big Bang Theory, de la CBS,
el 2015 a [17] els autors van introduir el que van anomenar conjectura de
Sheldon, en honor al personatge Sheldon Cooper. Per a enunciar-la, definirem el
que és un primer de Sheldon. Recordem que, com en tot el treball, p,, denota
el primer enésim.

e Direm que p, compleix la propietat del producte siIl(p,) = n, on I1(k)
és el producte de les xifres de k. Per exemple, pp; = 73 i [1(73) = 21.

¢ Direm que p,, compleix la propietat del mirall si rever(py) = Prever(n), ON
recordem que rever(k) denota I'aplicacié que inverteix I'ordre de les xifres
de k. Per exemple, rever(p2;) = rever(73) = 37 i Prever21) = P12 = 37.
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Un primer és un primer de Sheldon si compleix les dues propietats anteriors.
Per exemple, 73 ho és. La conjectura afirmava que 73 era I'tnic primer de
Sheldon i va ser provada el 2019 a [90]. De fet, en el seu treball els autors
proposen una nova conjectura: els unics primers que compleixen la propietat
del producte son

p7 =17, px1 =73 1 pisia4a0 =2475989.

Observem que 2 X4 X 7 X5 X 9x 8 x9 = 181 440. Al mateix treball se suggereix
que segurament hi ha infinits nimeros primers que compleixen la propietat
del mirall. Com veiem, el mén de les conjectures no s’acaba mai.

A més, a la serie de televisid, Sheldon afirma que 73 és el millor nimero
natural del mon, ja que 73 també és capicua en base 2, 73 = 1001 0015.

Totes les conjectures de les dues primeres seccions, i també alguna de les
que apareixen a la darrera seccid, tenen una cosa en comu: rapidament ens
venen ganes de comprovar-les per a numeros petits o casos particulars. Un
segon pas, molt natural, és que pensem a fer un programa que vagi més enlla
del que hem pogut fer amb paper i llapis. Jo mateix, un dels primers programes
que vaig fer, ja fa més de quaranta anys, va ser per buscar nimeros perfectes.
De fet, aquesta segona opci6 és molt bona per intentar demostrar que certes
conjectures son falses, pero mai ens donara cap demostracio.

Les conjectures presentades en aquest treball han estat comprovades per
moltissima gent, i amb els ordinadors més potents, i de moment resisteixen
com a conjectures. De fet, de ben segur que cada cop que apareixen ordinadors
més potents hi ha gent que intenta buscar contraexemples de moltes d’elles.

Exposarem a continuacié uns quants exemples en els quals s’ha d’arribar
cada cop més lluny per veure que una determinada propietat no és certa.
N’apareixen molts més a [7, 51]. Aquests exemples serveixen per a consolidar
la idea que, per molt lluny que puguem arribar fent calculs, mai podrem estar
segurs que un resultat és cert si no en trobem una demostracio.

Comencem per un de molt senzill: el polinomi P(n) = n? + n + 41, donat

per Euler el 1772, proporciona valors primers peran = 0,1, 2,..., 38, 39. Aixi,
P(0) = 411 P(39) = 1601 son primers. Ara bé, P(40) = 40 x 41 + 41 = 412,
Un altre polinomi que dona valors primers peran = 0,1,...,79, és Q(n) =

n? — 79n + 1601, tot i que només dona quaranta numeros primers diferents.
Aix0 es deu al fet que

Q(n) = (n—40)> + (n — 40) + 41

i que, com va observar Legendre el 1798, el polinomi n? — n + 41 també dona
valors primers peran =0,1,2,...,38,39 i, a més, proporciona els mateixos
primers que el polinomi d’Euler. Per a aquest nou polinomi Q (80) = 412 jano
és primer.

Continuem amb un exemple sorprenent sobre el valor de certes integrals
impropies i convergents; vegeu [10, 100]. Es pot demostrar que

o n
. X T
In = Jo 2cos(x)1£[131nc(2k_1> dx = 5 sion= 1,2,...,56,
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pero Js7; < 1/2, tot i que Js57 és molt proper a 1m/2. La funcié sinc(x) =
sin(x)/x té nom propi, degut a la seva aparicio freqiient en el processament
digital de senyals i en la teoria de la informacio, i es coneix com a sinus cardinal.
Integrals similars a J, se solen anomenar integrals de Borwein perque els ger-
mans Borwein, matematics escocesos contemporanis, van mostrar per primer
cop aquest tipus de fenomen ([10]). Actualment hi ha exemples d’integrals de
Borwein dependents d'un parametre n que es mantenen constants fins a un
valor de n, amb més de quaranta digits, i després canvien de valor.

En I'exemple presentat, a [100] es demostra un fet gens evident: la ra6 del
canvi per a n = 57 és que

1 1 2

56
< 1
2.994~ > m_1+§+- . -+m<3< >

k=1 k=1

1 1 1
m—l+§+- . -+m~3.003.

Un tercer exemple ens el proporciona una de les anomenades curses de
primers; vegeu [48]. Dividim en dos equips els niumeros primers: equip E,
format pels de la forma 37 + 1, i equip E», format pels de la forma 3n + 2. Aixi,
Ey =(7,13,19,...)iE>» = (2,5,11,17,...).Si,per a j = 1, 2, definim

17 (x) = nombre de primers a E; menors o iguals que x,

la qliestié consisteix a saber, a mesura que x augmenta, si una de les dues
funcions és sempre més gran que I'altra. Es clar que 1w (x) = 111 (x) + 12 (X) + 1,
ja que 3 no és a cap dels dos equips. Aquesta cursa és molt disputada, ja que
se sap que
11 (X)
1 =
x—o0 702 (X)

Aquest resultat és també cert en general quan es comparen primers de les
formes An + Bi An + C, amb A, B coprimers i A, C coprimers. Clarament
és, a més, més fort que el resultat de Dirichlet, el qual hem esmentat quan
parlavem sobre les conjectures que busquen niimeros primers amb expressions
concretes.

En el cas que ens ocupa, per exemple, I'’equip E> comenca guanyant i
continua guanyant durant forca temps: m(100) = 13 > 11 = m;(100) o
1 (10°) = 4807 > 4784 = 111(10°). De fet, la desigualtat es manté fins a
x = 608981 813029, valor en el qué I'’equip E; es posa per davant per primer
cop. Se sap que cap dels dos equips guanya la cursa ja que van alternant
indefinidament la seva posicio.

Una situaci6é semblant es presenta quan es compara la funcié m(x), que
recordem que compta el nombre de primers menors o iguals que x, amb la
funcio logaritme integral

) X 1 ) 1-¢ 1 X 1
100 | o=t ], i
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El mateix Gauss, amb quinze anys, el 1796 va demostrar que 1(x) < li(x)
per a x < 3 x 105, Durant més de cent anys es va pensar que la desigualtat
es mantenia per a tot x > 0, fins que, el 1914, Littlewood ([77]) va demostrar
que 11(x) — li(x) canvia de signe infinits cops quan x tendeix a infinit. Les
fites superiors per al primer valor de x pel qual la funcié (x) — li(x) s’anul-
la s’anomenen niuimeros de Skewes en honor al matematic sud-africa Stanley
Skewes, qui, el 1955, va donar la primera fita explicita, que era un niamero
immens ([105]). Avui en dia, la millor fita explicita té més de 300 digits i al seu
voltant la funci6 diferéncia té més de 10139 zeros ([8]). Aquestes fites es poden
obtenir a partir d’'un resultat clau del 1966 de Lehman ([72]), el qual usa que
tots els zeros no trivials de la funci6 zeta de Riemann, amb part imaginaria
menor que un cert valor, tenen part real 1/2. Intuitivament, com més gran és
aquest valor, més petit és el niimero de Skewes obtingut.

Els dos ultims exemples son també forca espectaculars. En el primer d’ells
ens preguntem si és cert o no que n'” + 91 (n + 1)!7 + 9 s6n primers entre si.
Resulta que ho s6n per a tot n < N. En canvi, peran = N, on

N =8424432925592889329288197322308900672459420460 792433

té cinquanta-una xifres, no ho sén. De fet, tenen un maxim comu divisor m
també de cinquanta-una xifres, on m = Res,, (n1”+9, (n+1)17+9) i Res,, denota
la resultant dels dos polinomis respecte a n. Per a més detalls, vegeu [46].

En 'dltim exemple estudiem si, per a tot n € N\ {0}, la quantitat 138112 + 1
pot ser un quadrat perfecte. La resposta és que no ho és per a tot n < M, pero
en canvi ho és per primer cop per an = M, on

M =2472690352775053537868141555978544119564 691977 342
423075952738420

té més de seixanta xifres. De fet, les equacions diofantiques de la forma dn? +
1 = m?, d € N, es coneixen com a equacions de Pell i se sap que sempre
que d no sigui un quadrat perfecte tenen infinites solucions (n,m) € N2 i hi
ha algoritmes per trobar-les totes i saber quina és la més petita; vegeu, per
exemple, [74] i les seves referéncies. De manera similar, tenim que 994912 +1 és
un quadrat per primer cop per a un valor n amb més de 200 xifres i 24 22912 +1
ho és, també per primer cop, per a un n amb més de 300 xifres. Aquests valors
de d s’han tret de la interessant pagina web «The On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences», de la secci6 amb numero de referéncia A033316.

Un altre interes didactic de les conjectures numeriques proposades és
que proporcionen idees interessants i engrescadores per introduir els nostres
alumnes en el mon de la investigacio i en el de la programacio; vegeu de nou la
pagina web comentada a la introduccié.

Finalment, per si algu es pregunta si, a banda de 'interes cientific i intel-
lectual (els quals no sén gens menyspreables), el fet de pensar les conjectures
numeriques que hem presentat en aquest treball té algun interés practic, recor-
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dem a continuacio, com a exemple, el paper que va tenir I'estudi dels primers
bessons en la deteccié d'un dels errors més famosos i greus que presentava un
processador comercial.

Durant el calcul de la constant de Brun, B> (suma dels inversos dels primers
bessons), el 1994, Thomas Nicely ([83]) va trobar el famos error (bug) en les
divisions que feia el processador Intel Pentium, i, més precisament, quan
considerava el parell de primers bessons 824 633 702441 i 824633 702 443;
vegeu [30]. El seu famo6s missatge de correu electronic comencava aixi:

Sembla que hi ha un error a la unitat de coma flotant (coprocessador numeéric) de
molts, i potser tots, els processadors Pentium. En resum, el Pentium FPU torna
valors erronis per a determinades divisions. Per exemple, 1/824 633 702441.0
es calcula incorrectament (tots els digits més enlla del vuité digit significatiu
son erronis). . .

En poques paraules, els processadors es testen amb calculs matematics, el
maxim de complexos possible. Aquests calculs involucren tant el coneixement
de nimeros primers enormes, com la implementacié d’algoritmes per a cal-
cular xifres i més xifres decimals de certs niumeros paradigmatics, com, per
exemple, 7T; vegeu [11]. A més, avui en dia és ben conegut que 1'is de niimeros
primers tan grans com sigui possible, té un paper essencial en el xifratge i la
codificacié d’informacié. Un exemple famos és I'algorisme de xifratge de clau
publica RSA; vegeu [94].

Sobre els materials audiovisuals

Tot i que fins ara només hem citat treballs en paper i pagines web, voldria
esmentar que avui en dia ’existencia de materials audiovisuals pot millorar
substancialment la comprensio de les matematiques. A tall d’exemples, acon-
sellem veure a YouTube els videos amb titols «Who cares about topology?
(Inscribed rectangle problem)» sobre I'existencia d’'un rectangle inscrit per a
tota corba de Jordan, o «The moving sofa problem» sobre la conjectura del
seu titol. També és molt interessant escoltar la xerrada de Joseph Oesterlé
el 2013 amb titol «Some simple open problems in mathematics», dins del IMSC
50 Years Golden Jubilee Celebrations i disponible a la Xarxa.
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